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Introduction

Probléeme général. Le troisieme théoreme de Lie assure que pour toute algebre de
Lie réelle ou complexe g, de dimension finie, il existe un unique groupe de Lie connexe,
simplement connexe, d’algebre de Lie g. Autrement dit, on a une bijection entre I’ensemble
des algebres de Lie réelles ou complexes de dimension finie et celui des groupes de Lie
connexes et simplement connexes. Plus précisément, cette correspondance est méme une
équivalence de catégories. La question centrale dans le travail qui suit est de savoir quelles
structures géométriques correspondent aux algebres de Lie graduées i.e savoir quel objet
géométrique correspond a une algebre de Lie s’écrivant

i=Po.

vyer

ou I' est un groupe abélien et les g, sont des K-modules tels que [g-, gy] C g4+. On dit
d’une telle algebre de Lie qu’elle est I'-graduée. Pour préciser cette question, considérons
deux exemples classiques.

Exemple classique : le cas Z/2Z-gradué. Si g est Z/2Z-graduée, g = go & g1,
avec [go,8o] C 8o, [80,91] C g1 et [g1.81] C go, le module g; possede une structure
de systeme triple de Lie (voir la définition 1.1.2) et O. Loos a montré qu’il existe une
bijection entre les systemes triples de Lie réels ou complexes de dimension finie et les
espaces symétriques connexes, simplement connexes [Loo69]. En effet, 'espace tangent
en un point de base o d'un espace symétrique possede une structure de systeme triple de
Lie et réciproquement, a un systeme triple de Lie réel ou complexe de dimension finie,
on associe un espace symétrique connexe, simplement connexe, avec un point de base
o, dont I'espace tangent en o est le systeme triple de Lie considéré. Autrement dit, on
a une équivalence de catégories entre les systemes triples de Lie réels ou complexes de
dimension finie et les espaces symétriques connexes, simplement connexes avec un point
de base. Ce résultat est bien sir lié au troisieme théoreme de Lie et les hypotheses “réel
ou complexe” et “de dimension finie” sont primordiales.

Cadre général. Dans cette these, on ne se contentera pas de s’intéresser au cas
réel ou complexe mais on considérera des algebres de Lie sur des anneaux commutaifs
(quasi) quelconques et on ne se bornera pas non plus a la dimension finie. Nous étudierons
principalement les algébres de Lie (2k + 1)-graduées i.e s’écrivant

k
o= P o,

n=—k

ou les g, sont des sous-modules de g tels que (g, gm] C Gnim-



Exemple classique : le cas 3-gradué. Le cas ou g est 3-graduée, g=g1 P go P g_1
a été étudié notamment par J. R. Faulkner [Fau83] et O. Loos [Loo79] et [Lo095] qui
s’intéresserent aux liens entre les algebres de Lie 3-graduées et la théorie de Jordan. En
effet, dans ce cas, [[g+1,9+1],0+1] C @41 et la paire (g1,g-1) porte une structure de
paire de Jordan, donnée par (X,Y, Z) — [[X,Y], Z] (voir la définition 1.2.3). Ensuite, W.
Bertram et K-H. Neeb ont défini, dans [BNO4], un objet géométrique qui correspond a
une algebre de Lie 3-graduée, appelé géométrie projective généralisée. Cet objet est défini
a partir de la notion de complétion projective d’une paire de Jordan introduite par O.
Loos dans [Loo79] puis reprise par J. R. Faulkner dans [Fau83]. Cette construction est
analogue a celle des espaces projectifs ou plus généralement des variétés grasmanniennes,
lagrangiennes ou des quadriques projectives, ou on injecte un espace affine dans un espace
projectif. La géométrie projective généralisée d'une algebre de Lie g 3-graduée est en fait
caractérisée par la paire de Jordan (g, g_1) associée [BNO4].
Nous étudierons si des constructions analogues existent pour une algebre de Lie (2k +1)-
graduée. En d’autres termes et de maniere simple (voire simpliste), on peut résumer la
situation et poser la problematique de ce travail a ’aide du diagramme suivant :

{ Algebres de Lie

7./2Z sraduées } — {Systemes triples de Lie} <« {Espaces symétriques}

{ Algebres de Lie } {Paires de Jordan}

o Géométries projectives
3-graduées

généralisées

Algebres de Lie o Quel est o Quel est
(2k + 1) graduées I'objet infinitésimal ? I'objet géométrique ?

Construction de ’objet géométrique. Dans ce travail, nous allons définir un objet
géométrique qui correspond aux algebres de Lie (2k + 1)-graduées, que nous appellerons
une géométrie de drapeaux généralisée de type k-gradué. C’est une généralisation de la
géométrie projective généralisée associée a une algebre de Lie 3-graduée. Dans le cas
classique ou g est l'algebre de Lie g = gl,,;(C), associée au systeme de racines de type
A,,, munie d’une (2k + 1)-graduation, alors la géométrie de drapeaux généralisée associée
a g est une variété de drapeaux au sens classique. Ceci explique le nom de “géométrie
de drapeaux généralisée”. Un des buts de cette these sera d’expliciter la construction
de cette géométrie de drapeaux généralisée qui repose sur les notions de groupe projectif
élémentaire et de complétion projective d’une paire de Jordan.

Structure de variété. Un autre but de ce travail sera de construire une structure de
variété différentielle sur la géométrie de drapeaux généralisée (théoreme IV.1.1), a I'aide
d’un calcul différentiel défini sur un anneau topologique (quasi) quelconque. Ce calcul
différentiel généralisé a été introduit et développé par W. Bertram, H. Glockner et K-H.
Neeb dans [BGNO04] puis [Ber08]. Un résultat analogue au théoreme IV.1.1 a été démontré
dans [BN05] dans le cas des algebres de Lie 3-graduées.



A présent, présentons de maniere plus précise les résultats qui suivent.

Algebres binaires et systémes ternaires. Dans une premiere partie, nous allons
tout d’abord présenter quelques généralités sur les algebres de Lie graduées, notamment
expliquer la structure que porte la paire (g1, g_1) d'une algebre de Lie g (2k+ 1)-graduée,
en fonction de la longueur de la graduation. Si g = go@g; est Z/2Z-graduée, 'application

gL Xg1Xgr — g1
(X,Y,2) ~ [X,Y],Z]

munit g; d’une structure de systeme triple de Lie. On a en fait une bijection entre ’en-
semble des algebres de Lie Z/2Z-graduées et celui des systemes triples de Lie, donnée par
le plongement standard d’un systeme triple de Lie. On a également une bijection entre
I'ensemble des algebres de Lie 3-graduées telles que go = [g1,9_1] et celui des paires de
Jordan. En effet, si g = g1 ® go @ g_1, les deux applications

TH: g1 Xxgaxg — & ot T™: gaxgxXgag — g-1
('T7 y? Z) = |:|:$7 y] Y Z] (u7 U? w) = [[u7 U] 7w]

définissent une structure de paire de Jordan sur (g;,g_1). La réciproque est donnée par
la construction de Kantor-Koecher-Tits [Ber00], [BN04] ou [Mey70]. De méme, on peut
construire une bijection entre I’ensemble des algebres de Lie 5-graduées et celui des paires
de Freudenthal-Kantor [Ber02a]. Dans le cas général ou g est (2k + 1)-graduée, la paire
(g1,8-1) possede une structure de paire de Jordan généralisée toujours donnée par les
applications T et T~ et il existe une construction, due a I. Kantor [Kan70] et [Kan72],
qui, a un systeme triple de Jordan généralisé associe une algebre de Lie graduée, appelée
algebre de Lie graduée universelle (voir la partie 1.2.5). En revanche, il n’existe pas de
résultat établissant une bijection entre 1’ensemble des algebres de Lie (2k 4 1)-graduées
engendrées par (gi,g_1) et certains systemes triples de Jordan généralisés. On dit sim-
plement d’un systeme triple de Jordan généralisé qu’il est de type k si son algebre de Lie
graduée universelle est (2k + 1)-graduée.

Graduation par un systeme de racines. Toujours dans la premiere partie, nous
mentionnerons d’autres exemples de graduations : le cas des algebres de Lie graduées par
un systeme de racines ; tout d’abord lorsque g est complexe, simple et de dimension finie,
ce qui amene a une classification de ces algebres de Lie, puis lorsque g est de dimension
infinie. En particulier, on peut citer les algébres de Kac-Moody [Kac90] et [Moo68| qui
généralisent les algebres de Lie semi-simples de dimension finie, mais aussi les algébres de
Lie graduées par un systémes de racines [BM92] et [BN0G6].

La classification de S. Kaneyuki et H. Asano. Nous terminerons cette premiere
partie par la classification des Z-graduations d’une algebre de Lie semi-simple réelle de
dimension finie, due & S. Kaneyuki et H. Asano dans [KAS88], qui fait le lien entre les Z-
graduations et les graduations par un systeme de racines. Plus précisément, la graduation
par un systeme de racines d’une algebre de Lie g, réelle, semi-simple et de dimension finie
permet de construire des Z-graduations de longueur finie et cette construction permet
d’établir une bijection entre les classes d’isomorphie des Z-graduations de g et certaines
classes d’équivalence des partitions d’un systeme fondamental du systeme de racines de



g. Pour finir, nous considérerons quelques exemples simples d’algebres de Lie de matrices
(de type A,,, By, C,, et D,,) pour visualiser les classes d’isomorphie des 3- et 5-graduations
de ces algebres.

Le groupe projectif élémentaire. Dans une deuxieme partie, nous présenterons
la construction de la géométrie de drapeaux généralisée associée a une algebre de Lie
(2k+1)-graduée. Cette construction repose tres fortement sur la notion de groupe projectif
élémentaire introduite par J. R. Faulkner dans [Fau83]. Sig =gy @---®g_y est (2k+1)-
graduée, alors pour tout élément = dans la “partie positive” de la graduation, gr®- - - P gy,
on définit un automorphisme de g par

@) . — Z (ady(l# € Aut(g).

n=0
On définit les mémes automorphismes e*¥) si y appartient & la “partie négative” de la
graduation, a savoir g_1 @ --- @ g_,. On peut alors considérer deux groupes

Ut = {ead(‘”), xegk-“@m} et
U™ = {eMW), yeg @ ®gr}.

Et alors le groupe projectif élémentaire de g est le sous-groupe de Aut(g) engendré par
Ut et U™, on le notera G. On consideére également H le sous-groupe des éléments de G
qui préservent le graduation de g et on pose

Pt :=HUY et P~ := HU .

Alors la géométrie de drapeaux généralisée associée a g est définie par les deux espaces
homogenes
Xt :=G/P et X~ :=G/PT,

ainsi qu'une relation, dite de transversalité, définie sur X+ x X~ (voir la définition 11.2.1).

Géométrie de drapeaux généralisée et filtrations. On a déja mentionné que dans
le cas ou g = gl,,(C), la géométrie de drapeaux généralisée est une variété de drapeaux
classique. En fait, chaque espace X et X~ est une variété de drapeaux, par exemple, si
g est 3-graduée, X et X~ sont des grassmanniennes. On peut alors se demander s’il est
possible dans le cas général de réaliser ces deux espaces a 1’aide d'un objet se rapprochant
des drapeaux. La réponse est oui, et 'objet considéré est la notion de filtration d’une
algebre de Lie. Plus précisément, une (2k + 1)-filtration d’une algebre de Lie g est un
drapeau de sous-espaces

n=(0Cn, C--- Cn_gy1), tels que [n,,n,] C Ny

On définit également une relation de transversalité sur 1'espace F des filtrations de g et
alors si g est (2k + 1)-graduée, on a une injection X+ x X~ — F x F, G-équivariante et
compatible avec les deux notions de transversalité. Autrement dit, les deux espaces X et
X~ se réalisent comme ensemble de filtrations de g. Le théoreme 11.3.2 et les arguments
utilisés pour le démontrer sont tres proches de ceux utilisés par W. Kaup dans [Kau83|

10



et H. Upmeier dans [Upm85] dans le cas ou g est une algebre de Lie Banach complexe
3-graduée. La suite de cette partie consiste a introduire des objets purement algébriques
(principalement des “fibrés” sur X* et X ~, ainsi que certaines sections de ces fibrés) afin
de réaliser g comme un espace de champs polynomiaux sur nf = gz ®. .. g; (voir la partie
I1.4.3) et de montrer que 'action du groupe projectif élémentaire sur X est “rationnelle”
sur nj (voir la section 11.4.4). Enfin, on introduira également un noyau canonique qui
caractérise le relation de transversalité et qui généralise les opérateurs de Bergman dune

paire de Jordan (voir la définition 11.4.4).

Un exemple : le cas de g = Endg(V). Dans le troisieme chapitre, nous étudierons
le cas ou g = Endg(V), avec R une algebre associative unitaire sur un anneau commutatif
K. Dans ce cas, g est une K-algebre de Lie pour le crochet usuel [A, B] = AB— BA. Nous
verrons alors que la géométrie de drapeaux généralisée associée a une graduation de g
s’obtient comme ensembles de drapeaux de V. Ce qui “justifie” le nom choisi, géométrie
de drapeauz généralisée, pour notre objet géométrique.

Structure de variété et remarques topologiques. Dans ’annexe C, nous intro-
duisons le calcul différentiel général sur un anneau topologique quelconque développé par
W. Bertram, H. Glockner et K-H. Neeb dans [BGNO04] et [Ber08]. Alors que le cadre
classique du calcul différentiel est de considérer le corps des réels ou des complexes et
des objets de dimension finie, cette théorie étend la géométrie différentielle dans deux
directions a la fois i.e considérer d’autres corps que R ou C, ou méme simplement un an-
neau topologique, mais aussi des objets de dimension infinie. Nous rappellerons ensuite la
définition d’une variété différentielle dans ce cadre. Elle ressemble beaucoup a la notion
de variété différentielle au sens classique a l'aide d’un atlas. Dans le chapitre IV, nous
montrerons que sous certaines hypotheses, une telle structure de variété différentielle peut
étre construite sur Xt et X~ (voir le théoreme IV.1.1). Dans le cas réel ou complexe et de
dimension finie, pour montrer que le quotient d’un groupe de Lie G par un sous-groupe
P est une variété, il suffit de montrer que P est fermé. Les méthodes que nous utiliserons
pour montrer que X = G/P~ est une variété sont bien différentes. En effet, dans le
cas général, nous ne considérerons pas de topologie sur le groupe G, ni sur H. Nous ne
pourrons donc pas utiliser les arguments classiques de la géométrie différentielle usuelle.
L’existence d'un groupe de Lie G C G tel que X+ = G/P~ = G/P~ est d’ailleurs une
question intéressante et toujours ouverte. Dans le cas ou g est une algebre de Lie Banach,
on peut choisir G = Aut(g), mais qu’en est-il dans le cas général ?

Problemes ouverts.

Objet infinitésimal. Tout d’abord, nous avons défini la géométrie de drapeaux généra-
lisée associée a une algebre de Lie (2k + 1)-graduée. Il serait intéressant d’avoir une
approche plus axiomatique de cet objet géométrique. Ensuite, nous avons déja men-
tionné qu’il n’existe pas de résultat établissant une bijection, voire une équivalence de
catégories, entre les algebres de Lie (2k + 1)-graduées et certains systémes triples de Jor-
dan généralisés. Il serait intéressant de trouver une caractérisation des systemes triples
de Jordan généralisés de type k. Cette question est en fait tres proche de déterminer
I’objet infinitésimal correspondant a la géométrie de drapeaux généralisée. L’espace tan-
gent d'un espace symétrique possede une structure de systeme triple de Lie, la géométrie

11



projective généralisée est caractérisée par sa paire de Jordan associée, mais quelle struc-
ture supplémentaire possede la paire (T,+ X+, T,- X~) des espaces tangents a X et X~
en ot = P~ et oo = P™ 7 Nous appellerons un tel objet une paire de Jordan généralisée
de type k-gradué.

Structure de contact. Cette structure graduée (ou filtrée) des espaces tangents a X
et X~ devrait permettre de définir une structure de contact dans ce cadre tres général.
La notion de géométrie de contact a été introduite par S. Lie et celle de contact généralisé
a été étudiée notamment par M. Cowling, F. De Mari, A. Kordnyi et H. M. Reimann
dans [CDMKRO5] dans le cadre d’un groupe de Lie semi-simple G agissant sur ’espace
quotient G/P, ou P est un sous-groupe parabolique minimal de G. La géométrie de
drapeaux généralisée d’une algebre de Lie (2k + 1)-graduée semble étre un bon cadre
pour construire une telle structure de contact (ou multicontact).

Application produit et structure d’espace homogene principal. Enfin, la relation
de transversalité sur X x X~ nous permet de définir une autre structure géométrique
sur la géométrie de drapeaux généralisée. Si a € X~ C F, on note a' '’ensemble des
éléments de X T étant transverses a a. Alors un groupe d’automorphismes de la forme
{ead(z),x € a1} agit simplement transitivement sur a', de sorte que a' possede une
structure d’espace homogene principal (ou torseur [Cerd3]). Autrement dit, si on fixe
un élément y transverse a a, alors a' possede une structure de groupe d’élément neutre
y. Cette notion peut étre vue comme un analogue pour les groupes de 'affinisation d’un
espace vectoriel. Cette structure nous permet de considérer une application produit :

Y:D:={(a,1,9,2) € X x Xt x X" x Xt x,y2€a'} - X*

(a,2,y,2) = (2yz)a’

oll (7yz), est la loi de groupe sur a' d’élément neutre y. Dans le cas olt g = gl,, est de
type A,, munie d'une 3-graduation, W. Bertram et M. Kinyon ont montré dans [BK09a|
qu’on pouvait étendre cette application a F> tout entier et que cette application possede
des propriétés de symétrie remarquables (associativité, symétrie par rapport au groupe
de Klein...) Il est naturel de se demander si dans le cas général d’une algebre de Lie
(2k + 1)-graduée, I'application ¥ se prolonge sur F? tout entier et si oui, quelles sont
alors les propriétés de symétrie de ce prolongement.

Une partie des résultats qui suivent ont été annoncés dans [Che09].
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Chapitre 1

Algebres de Lie graduées

L’objet de base dans ce travail est la notion d’algebre de Lie, introduite par S.
Lie (1842-1899). C’est un outil algébrique (“simple”) permettant d’étudier les objets
géométriques que sont les groupes de Lie (“plus difficiles a comprendre”). C’est S. Lie
qui s’intéressa le premier a ces groupes de transformations continues pour étudier cer-
taines propriétés des équations différentielles. L’exemple fondateur d’un groupe de Lie
est le groupe des matrices inversibles réelles ou complexes et dans ce cas, 1'algebre de
Lie associée est 'espace vectoriel des matrices a coefficients réels ou complexes, muni du
crochet [ ; ], défini par [A, B] := AB — BA, qui mesure le défaut de commutativité du
produit des matrices.

Ce furent ensuite W. Killing (1847-1923) puis E. Cartan (1869-1951) qui développerent
I’étude des groupes de Lie pour arriver a une classification des groupes de Lie simples
complexes. Puis C. Chevalley (1909-1984), membre du groupe Bourbaki, s’intéressa aux
groupes et algebres de Lie sur des corps autres que R ou C, grace a certains groupes d’au-
tomorphismes, appelés aujourd’hui groupes de Chevalley [Car72], [Hum78] ou [Ste68].
Avec le langage actuel, un groupe de Lie (réel ou complexe) est un groupe topologique,
muni d’une structure de variété différentielle i.e localement difféomorphe a un ouvert de
R™ ou C" et tel que la multiplication et l'inversion sont lisses. Comme dit plus haut,
I'exemple fondateur est GL,(C) ou GL,(R). Mais on peut également citer leurs sous-
groupes fermés, comme SL, (C) (ou SL,(R)) le groupe spécial linéaire, des matrices de
déterminant 1, O,,(C) le groupe orthogonal, SO,,(C)=0,,(C)N SL,(C), U(n) le groupe uni-
taire, SU(n)=U(n)N SL,(C) ou encore Spa,(C) le groupe des matrices symplectiques de
taille 2n et leur version réelle (voir [MT86] pour une liste de groupes de Lie classiques
sur R ou C).

A un groupe de Lie GG, on associe une algebre de Lie g, définie comme l'espace tangent
a G en ’élément neutre. Autrement dit, localement autout du neutre, on peut identifier
les éléments de G et ceux de g. On a donc autour de I’élément neutre “remplacé” I'objet
géométrique, difficile a comprendre... par un espace vectoriel g, plus simple a étudier.
En se basant sur ’exemple des matrices, on peut définir une algebre de Lie sur un anneau
K de la maniere suivante :
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Définition 1.0.1. Une algebre de Lie sur K est un K-module muni d’une application
[; ]:gxg— g bilinéaire telle que :

(AL1) pour tout x € g, [x,z] =0 (on dit que [ ; ] est alterné),

(AL2) pour tout (2,5, 2) € g, [z, [y, 2]+ [y, [ 2]+ [=, [, ] = O (on dit que [ ; ] satisfait
Videntité de Jacobi).

Reprenons I'exemple de U'introduction, g = M,,(R), muni du commutateur
[A, B] := AB — BA,
et montrons que g est bien une algebre de Lie. Soit (A, B,C') € g. On a

[A,[B,C)] + [B,[C, A + [C,[A,B]] = A(BC —CB)— (BC — CB)A+ B(CA— AC)
—(CA— AC)B + C(AB — BA) — (AB — BA)C
— ABC — ACB — BCA+ CBA+ BCA— BAC
_CAB + ACB + CAB — CBA — ABC + BAC
)

Donc [ ; | satisfait (AL2). L’autre condition est vérifiée par définition donc M, (R) est
une algebre de Lie.

On vérifie aisément que les sous-espaces de M,,(R) suivants sont aussi des algebres de
Lie : sl,(R) := {4 € M,(R), Tr A =0}, o(n) : {A € M,(R), A+ A* =0}... Ce sont des
sous-espaces de M,,(R), stables par le crochet. On les appelle des sous-algébres de Lie de
M, (R).

Si, au lieu de R, on se place sur un autre anneau (commutatif), tout de qu’on vient de
dire reste vrai. Donc M,,(K), muni du crochet usuel est une algebre de Lie sur K.

On s’intéressera dans la suite plus particulierement aux algebres de Lie g graduées i.e
g est somme directe de sous-espaces qui se comportent bien par rapport au crochet. Plus
précisément, nous allons étudier les Z-graduations (qui peuvent étre de longueur finie ou
non), mais aussi des graduations plus générales, par un groupe abélien, par exemple le
reseau engendré par un systeme de racines.

I.1 Algebres de Lie ['-graduées

On considere un anneau K (pour Iinstant) quelconque. Nous allons présenter ici la
notion de I'-graduation dune algebre de Lie ou I' est un groupe abélien puis regarder un
exemple simple d’une telle graduation, le cas ou I' = Z/2Z.

Définition I.1.1. Soit I' un groupe abélien et g une algebre de Lie sur K. On dit que g
est I'-graduée si g est de la forme :
1=Po.

yel

ou chaque g, est un sous-module de g et [g,, g/] C g,+ pour tout (v,7') € I'.
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On remarque que cette définition est ’analogue de la notion d’algebre associative
graduée; ici la loi utilisée est naturellement le crochet de Lie et non plus le produit
associatif. Le premier exemple intéressant a étudier est celui ou I' = Z/27Z.

I.1.1 Z/2Z-graduations et systémes triples de Lie
Soit g = go @ g1 une algebre de Lie Z/2Z-graduée. On a [g1,81] C go et [go, 91] C g1
donc on peut considérer I'application trilinéaire suivante :

G Xg Xg — g1
(z,y,2)  + [z,y,2] = [[z,y], 2]

Et pour (u,v,w,z,y,z) € g1, on vérifie qu'on a :

(STLI) [#,y,2] = [y, =, 2],

(STL2) [x,y,2] + [y, 2, 2] + [z, 2,y] = O,

(STL3) [u,v, [z, y, 2] = [[u,v, 2] ,y, 2] + [z, [u, v, 9], 2] + [z, ¥, [u, v, 2]].

Définition I.1.2. Un K-module g, muni d’une application trilinéaire [ , , | vérifiant

(STL1), (STL2) et (STL3) est appelé un systeme triple de Lie.

Ainsi, si g est Z/2Z-graduée, alors (g1, [, , |) est un systeme triple de Lie i.e a une algebre
de Lie Z/2Z-graduée, on associe un systéme triple de Lie. Qu’en est-il de la réciproque ?
A partir d’un systeme triple de Lie donné, peut-on construire une algebre de Lie Z/27Z-
graduée ? La réponse est oui et ’algebre de Lie ainsi construite est appelée le plongement
standard du systeéme triple de Lie [Loo69]. Rappelons ici sa construction.
Soit g un systeme triple de Lie. On va construire une algebre de Lie a partir q. Pour cela,
si (z,y) € q, on considere

R(z,y): 4 — 4

z = zy 2]

Alors par (STL3), R(x,y) est une dérivation de q. On considere alors R(q,q) C Der(q), la
sous-algebre de Der(q) engendrée par les éléments de la forme R(z,y), pour (z,y) € q et
on pose g(q) := R(q, q)®q. On définit alors sur g(q) un crochet bilinéaire et antisymétrique
de la facon suivante :

i) Si(2,y) €9, [v,y] = R(z,y) : q — g,
ii) Si D € R(q,q),x € q,[D,x] := Dz,
111) Si D17 DQ c R(q, q), [D17 DQ] = D1D2 — D2D1.

Définition I.1.3. g(q) est une algebre de Lie, appelée le plongement standard de q.

I.1.2 Systemes triples de Lie et espaces symétriques

Nous venons de voir qu’il existe une bijection entre ’ensemble des algebres de Lie
7.)27-graduées et celui des systemes triples de Lie, mais quel est 1'objet géométrique
correspondant 7 Méme si cette premiere partie est essentiellement algébrique, intéressons
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nous quelques instants a la géométrie. La réponse a la question précédente est la notion
d’espaces symétrique. En effet, soit G/H un espace symétrique i.e G est un groupe de
Lie et H est un sous-groupe des points fixes d'un automorphisme involutif o de G. On
note g l'algebre de Lie de GG. On a alors la décomposition en espaces propres g = h @ q,
ou h est l'espace propre asocié a la valeur propre 1 de ¢, la différentielle de o et q est
I’espace propre associé a la valeur propre -1. Comme ¢ est un automorphisme d’ordre
2,ona[hb] Ch [h,q Cqetlqgq] Cbh Autrement dit, g est Z/2Z-graduée et donc
(q,[, , ]) est un systeme triple de Lie. Si on considére g comme une algebre de Lie de
champs de vecteur sur M = G/H, 'application d’évaluation q — T,M, X — Xy, ou T,M
est 'espace tangent en o = eH, est une bijection. Ainsi, ['espace tangent en o a un espace
symétrique est un systeme triple de Lie et [z, v, z] correspond (au signe pres) au tenseur
de courbure en o de la connexion canonique de M [Loo69].

Réciproquement, a un systeme triple de Lie g, réel ou complexe, de dimension finie, on
associe g(q) son plongement standard. C’est donc une algebre de Lie réelle ou complexe
et de dimension finie donc il existe un groupe de Lie G connexe et simplement connexe
d’algebre de Lie g. On considere ensuite I'involution o : g — g, (D, X) — (D,—X), ou
D € R(q,q) et x € q. Alors ¢ induit une involution ¢ de G, le sous-groupe des points
fixes de o, H = G, est connexe d’apres [Loo69] et M := G/H est un espace symétrique
connexe, simplement connexe de systeme triple de Lie associé q. Autrement dit, on ob-
tient une bijection entre ’ensemble des systeémes triples de Lie réels (ou complexes) de
dimension finie et celui des espaces symétriques connexes et simplement connexes. Plus
précisément, on a une équivalence de catégories [Loo69].

Nous reviendrons plus tard sur 'exemple des systemes triples de Lie et nous ferons le lien
avec la notion que nous allons présenter maintenant, a savoir la notion de Z-graduation
d’une algebre de Lie.

Avant cela, il faut remarquer que la notion de Z/2Z-graduation d’une algebre de Lie ne
correspond pas a celle de super-algébre de Lie [Kac77]. En effet, dans la définition d’une
super-algebre de Lie, on remplace (AL1) et (AL2) par des versions également Z/27Z-
graduées. Nous ne parlerons pas ici de la théorie, tres importante, des super-algebres de
Lie, avec principalement I’étude de leurs représentations [Kac78] et les généralisations
des résultats connus pour les algebres de Lie, tels que les modules de plus haut poids, les
modules de Verma, la formule des caracteres, [Ser05], [Ser98] ...

Passons en revanche a la notion de Z-graduation.

1.2 Algebres de Lie Z-graduées

1.2.1 Généralités

A présent, nous allons développer la notion de Z-graduation d’une algebre de Lie
et donner des exemples simples de telles graduations sur M, (K). Puis nous ferons
le lien entre les Z-graduations de longueur finie et les objets algébriques que sont les
systémes triples de Lie introduits précédemment, les paires de Jordan [LooT75], les paires
de Freudenthal-Kantor [Kam89] ou de maniere plus générale les systémes triples de Jor-
dan généralisés [KA88] et [Kan72].
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Définition 1.2.1. Une algébre de Lie Z-graduée (sur K) est une algebre de Lie sur K de
la forme

g= @ gn, avec g, un K-sous-module de g et [g,, gm] C @nim pour tout n,m € Z.
neL

Pour faire le lien avec ce qui précéde, si g est Z-graduée, alors la décomposition
9 = Bpair D Gimpair,

avec Gpair = @ 92n €t Gimpair = @Q%H est une Z/27Z-graduation de g et donc Gimpair
nez neL
est un systeme triple de Lie.

Définition I.2.2. Soit g une algebre de Lie Z-graduée. On dira que g est (2k+1)-graduée
si le support de la graduation est fini i.e g, = {0} si |n| > k. Autrement dit, il n’y a que
(2k + 1) sous-espaces intervenant dans la décomposition de g :

Dans ce cas, 'application D : g — g définie par DX = nX si X € g, est une dérivation
de g (i.e D[z, y| = [Dx, y|+[z, Dy]), appelée la dérivation caractéristique de la graduation.
On a alors (D — kId)...(D —1d)D(D + 1d) ... (D + k1d) = 0. Réciproquement, si les
entiers de 2 a 2k sont inversibles dans K, alors toute dérivation D de g qui vérifie
(D—EkId)...(D—=1d)D(D+1d)...(D+kId) = 0 est diagonalisable et sa décomposition
en espaces propres est une (2k + 1)-graduation de g; la somme directe étant due au
fait que les entiers 2,...,2k sont inversibles. En effet, si x € g, N (Zmin gm>, on a
T =D Tm AVEC Ty € Gy €t alors nx = Dx = 37, mx e , (n—m)z, =0.
Or la plus grande valeur prise par n —m est 2k donc n — m est inversible et donc z = 0.
Donc on peut identifier I'espace des (2k + 1)-graduations de g avec 1’ensemble

G :={D € Der(g), (D —kId)...(D—1d)D(D +1d)...(D + kId) = 0}.

Si D =ad(FE), avec E € g, D est appelée une dérivation intérieure et E un opérateur
d’Fuler de la graduation. On définit alors

G ={ad(B), Ecg, ad(E) G}

Iespace des (2k + 1)-graduations intérieures de g.

On remarque que si E et E’ sont deux opérateurs d’Euler d’'une méme graduation, alors
E — E' appartient au centre de g donc si g est sans centre, 'opérateur d’Euler d’une gra-
duation, s’il existe, est unique. En particulier, c’est le cas si g est semi-simple. Par ailleurs,
si toute dérivation est intérieure, la dérivation caractéristique provient nécessairement
d’un opérateur d’Euler. Ce qui est encore le cas si g est semi-simple. En résumé, si g
est semi-simple, toute (2k + 1)-graduation est intérieure et admet un unique opérateur
d’Euler.

Reprenons I'exemple des matrices M, (K) et intéressons-nous a certaines de ses Z-graduations.
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Commencons par le plus simple, a savoir les 3-graduations de M (K).

Alors My(K) = {( CCL Z ) , a,b,c,d e K} est muni de la 3-graduation suivante :

0 b a 0 0 0
gl_{<o O)vbeK}agU_{(O d)7a7d€K}7 etgl_{<c 0)7C€K}7

et dans ce cas, la dérivation caractéristique est donnée par I'opérateur d’Euler suivant :

Plus généralement, si on fixe un couple (p,q) tel que n = p + ¢, alors on obtient une
3-graduation de M,,(K) en considérant :

91:{(8 Zg),BeMp,q(K)}, goz{(‘g g),AEMp(K),DEMq(K)},

etglz{(g 8),06/\/1%,(]1{)}.

Ainsi pour chaque couple (p, ¢), on obtient une 3-graduation de M,,(K). Et dans ce cas,
lopérateur d’Euler de la graduation est donné par

e [p O
s (5 1)

De maniére analogue, si on fixe un triplet (p, q,r) tel que p + g + r = n, alors on obtient
une 5-graduation de M,,(K) en posant :

00 C 0 B 0
g2 = 00 0 >C € Mp,r(K) g1 = 0 0 F 7B € M;D,Q(K)?F € Mq,T(K) )
0 0 O 0 0 O
A 0 O
go = 0 E 0 |,Ae M,(K),E e My K),J € M, (K) 3,
0o 0 J
0 0 0 0 00
g1=| D 0 0| . DeM,K),HeM K}, etgo= 000 |,GeM,,K)
0 H O G 00
Ainsi pour chaque triplet (p, g, ), on obtient une 5-graduation de M,,(R) et dans ce cas,

I'opérateur d’Euler de la graduation est donné par

I, 0 0
E=|(0 0, 0
0 0 —I,

Nous reviendrons plus en détails sur les Z-graduations de M,,(R) ou sl,,(R) (mais aussi des
autres algebres de Lie classiques) dans la suite, lorsque nous nous intéresserons a la classi-
fication des Z-graduations des algebres de Lie semi-simples réelles présente dans [KAS8S].
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Les résultats sur les Z-graduations, notamment les classifications des Z-graduations de
longueur finie des algebres de Lie simples réelles ou complexes (par exemple celle de
[KAS88|) ont de nombreuses applications. On peut citer I’étude des orbites nilpotentes
par V. Kac [Kac80], [EK05] qui utilise la notion de bonnes Z-graduations, ou 1'étude de
certains espaces, commes les espaces symétriques [FKK100] et les R-espaces symétriques
[Loo85]. En effet, les espaces symétriques et les R-espaces symétriques sont fortement liés
aux algebres de Lie 3-graduées. Cette remarque nous aménera a nous poser dans la suite
la question de savoir quel objet géométrique correspond aux algebres de Lie possédant une
graduation plus longue. Pour I'instant, nous allons nous focaliser sur I'aspect algébrique,
et dans ce cadre, les Z-graduations nous permettent aussi ’étude d’objets algébriques
non associatifs, par exemple les paires ou les algebres de Jordan, liées aux 3-graduations
[Loo75], les paires de Freudenthal-Kantor, liées aux 5-graduations [Kam89], mais aussi
les systemes triples de Jordan généralisés [KKA88] ou les paires associatives [Berl0] et
[BK09a).

Nous allons nous intéresser ici a ces différents objets et voir leurs liens avec les Z-
graduations d’une algebre de Lie.

1.2.2 3-graduations et théorie de Jordan

Dans cette partie, K est un anneau commutatif unitaire avec 2 et 3 inversibles. On
considere g une algebre de Lie sur K, 3-graduée. On a donc g = g1 @ go ® g_1. Alors par
définition, on a [[g+1, g+1], 8+1] C g+1. On obtient donc deux applications trilinéaires :

T 941 X g1 X G921 —  G41
(I,y, Z) = Ti(x7ya Z) = [[x,y} 7Z]

On utilisera aussi la notation T%(z,y)z := T*(x,y, 2), de sorte que, pour tout couple

(z,y) € g+1 X g+1, on a T*(z,y) € End(g41).
Alors, comme g; et g_; sont abéliens, on a par 'identité de Jacobi :

T*(z,-, 2) = T*(2,-,x), pour tout (r,2) € gi,.
Par ailleurs, on obtient la relation suivante pour 7% :
T*(u,0)T*(z,y, 2) = TF (Ti(u, v, 1), Y, z) —T* (x,TjF(v,u, Y), z)%—Ti (x,y, T*(u, v, z)) ,
pour tout (u,x,2) € gi1, (v,y) € g1. En effet,
T (u,v)T*(z,y,2) = |[u,0], [[a:, Y] ,z]

= [lfel b ] o] + [ ). (o) 4]

= ([l el o)) 2| + | lwse] 9] 2] + | Lol (o] 2]
T (T*(u,v,),y,2) — T* (x, T (v,u,y), 2) + TH(x,y)T*(u, v, 2)

On remarque d’ailleurs que cette relation est vraie pour une graduation de n’importe
quelle longueur.
Cette observation nous amene a poser la définition suivante :
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Définition I1.2.3. Une paire de K-modules (V,V ™) munis de deux applications tri-
lindaires TT : VI x V- x VT - Vtet T : V- x VT x V™ — V™ vérifiant :

(PJ1) T*(z,-,2) = T*(z,-,x), pour tout (z,2) € V*E
(PJ2) T*(u,v)T*(x,y,2) =T (T*(u,v,2),y,2)—T* (2, TF (v,u,y), 2)+T (x,y, T*(u,v, 2)),
pour tout (u,r,z) € VE, (v,y) € VT,
est appelée une paire de Jordan.
Puisque 2 et 3 ont été supposés inversibles dans K, cette définition coincide avec
celle de [Loo75]. Ainsi, & une algebre de Lie 3-graduée g, on associe une paire de Jordan
(91,9-1)-

Réciproquement, soit (V' V7) une paire de Jordan. On va construire une algebre de Lie
3-graduée telle que gy = V* (voir [Mey70]). Pour cela, on considere les opérateurs

TH(z,y) : VE = VE 2= TF(2,9)2 .= T*(2,y, 2), pour z € VE y € VT,
Donc T*(x,y) € End(V¥). On consideére également I’algébre des dérivations de (V*,V ™)
définie par
Der(V*, V™) := {(A*, A*) AFT* (2,y,2) =T+ (Ai:c,y, z) + T+ (x,Aij, z) + T+ (a:, Y, Aiz)} ,
ot (AT, A7) € End(V*') x End(V ™) et (x,y,2) € VEX VT x VE
Alors par (PJ2), les opérateurs de la forme (T (z,y), =T (y,x)) sont des dérivations
de (V*,V7), qu’on appelle dérivations intérieures. On considere Ider(V*, V™) la sous-
algebre de Der(V', V™) engendrée par les dérivations intérieures, et également
E := (Idy+, —Idy-) € Der(V*, V),
appelé opérateur d’Euler de la paire (V*,V ™). Alors on définit
TKKWV*H, V) =V"® (Ider(V*, V) +KE) ® V.

On munit TKK(V*, V™) du crochet [-; -] bilinéaire et alterné défini par :

i) Si(z,y) e VI x V™, [2,y] = (T"(2,y), T (y,2)),

i) Si D = (D*,D7) € lder(V*,V7)+ KE, z € V', y € V7, [D,z] = D"z et

[D,y] = D7y,

111) Si Dl = (Dii_aDl_) ) D2 = (Dg_aDQ_) ’ [DbDZ] = ([DfaD;} ) |:D1_7 _])

On peut vérifier aisément que le crochet ainsi défini munit 7K K (V*, V™) d’une structure

d’algebre de Lie mais on peut également remarquer que TK K (V' V™) n’est autre que
le plongement standard du systéme triple de Lie q =V @ V™.

Définition 1.2.4. L’algebre de Lie TK K (V™*, V™) est appelée I’ algébre de Kantor-Koecher-
Tits de la paire (V, V7). Par définition, elle est 3-graduée et ad (E) est la dérivation
caractéristique associée a la graduation i.e F est un opérateur d’Euler de la graduation.

On remarque que si gg C Der(V1, V™) est une sous-algebre de Der(V ', V™) contenant

Ider(V*, V™) et E, alors il existe une unique structure d’algebre de Lie 3 -graduée sur
g=VT®go®V, telle que [z,y] = (T"(z,y),—T (y,x)) pour (z,y) € VT x V. Le
choix de go = Ider(V ",V ™) + KE a lavantage que dans ce cas, g est sans centre.
On obtient ainsi une bijection entre ’ensemble des paires de Jordan et les algebres de Lie
3-graduées telles que [g1,g_1] = go et vérifiant que si un élément =y € go commute avec
g1 et g_1 alors zp = 0; les deux constructions présentées ci-dessus étant réciproque 1'une
de 'autre (voir par exemple [Ber00] ou [Neh96]).
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I.2.3 5-graduations et paires de Freudenthal-Kantor

On vient de voir qu’a une algebre de Lie 3-graduée, on peut associer une paire de
Jordan. On peut donc se demander quel objet algébrique correspond a une algebre de
Lie munie d'une graduation plus longue. Intéressons-nous pour le moment au cas ou
notre algebre de Lie est 5-graduée et considérons g = go ® g1 P go B g—1 B g_o. Comme
précédemment, on a deux applications trilinéaires

T=: g+1 X gx1 X g+1 — P41
(z,9,2) = T(x,y,2) = [[z,y], 2]

Le crochet de g satisfaisant toujours 'identité de Jacobi, on a toujours que T et T~
vérifient l'identité (PJ2). En revanche, g; et g_; ne sont plus abéliens car [g41, g+1] C g4o
donc on n’a plus que TF est symétrique en x et z (on suppose que gio # 0 i.e on a
une vraie 5-graduation et pas une 3-graduation). On va alors introduire un opérateur
mesurant le défaut le commutativité de 7% en x et 2. Pour (z,z) € g+1, on pose :

K*(2,2) i=T*(x,-,2) = T*(2,, ) : g1 — g+1.
Alors on montre que les opérateurs K*(z, z) vérifient I'identité suivante :
K*(z,2)TF(v,u) = K* (K* (2, 2)v,u) — T (u, v) K* (2, 2),
pour (u,x,2) € VE v e VT. Ceci nous amene a poser la définition suivante :

Définition I.2.5. Une paire de K-modules (V*, V™) munis de deux applications tri-

lindaires TT : VI x V- x VT - VTet T : V- x VTt x V™ — V™ telles que si on pose

K*(x,2) =T*(x,-,2) — T*(2,-,2), on a

(PFK1) K*(z,2)TT(v,u) = K* (K*(z, 2)v,u)—T*(u,v)K*(z, 2), pour (u,z,2) € Vo € V7,

(PFK2) T%(u,v)T*(z,y,2) = T* (T*(u, v, 2), y,2)=T* (2, T7(v,u,y), 2)+ T (2,9, T*(u, v, 2)) ,
pour tout (u,x,z) € VE, (v,y) € VT,

est appelée une paire de Freudenthal-Kantor.

On trouve cette notion de paires de Freudenthal-Kantor dans [Ber02a].

Ainsi, a une algebre de Lie 5-graduée, on associe une paire de Freudenthal-Kantor (g, g-1).
Réciproquement, on peut adapter la construction de Kantor-Koecher-Tits pour construire,

a partir d’'une paire de Freudenthal-Kantor une algebre de Lie 5-graduée, engendrée par

g1 et g_1. Soit (V*, V™) une paire de Freudenthal-Kantor. On considere cette fois encore
Ider(V*, V™) la sous-algebre de Der(V ", V' 7) engendrée par les dérivations intérieures de

la paire (V©, V) : {(T"(z,y), —T (y, 7)), v € VT, y € V™ }, mais aussi g4+» C End(VF, V*),
le K-module engendré par les opérateurs de la forme K*(z, 2), (z,z) € V*. On considere
enfin £ := (Idy+, — Idy-). On définit alors le module

g=00V &gdV ®g_s,

ot go = Ider(V™,V~) + KE, et on le munit d’un crochet bilinéaire et alterné défini par :
i) Si(z,y) € VI x V7, [z,y] = (T (z,y), —T" (y,2)),
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i) SiD=(D",D7)€go,z e VT,yeV~ [D,z] =Dz et [D,y] = Dy,

) Si Dy = (DY, Dy), Dy = (D3, Dy) € go, [D1, Do] = ([DY, D3, [Dr, Dy ),

iv) Si K*(z,2) € gao,y € VT, u € VE [KE(z,2),y] = K*(z,2)y et [K*(x,2),u] =0,
) Si K*(x,2) € gao, D = (D", D7) € go, [D, K*(x,2)] = K*(D*x, 2) — K*(x, D*2),
) (

vi) Si K (z,2) € go, K~ (u,v) € g_o,

111

v

[K*(z,2), K~ (u,v)] = (TT(K* (2, 2)u,v) = TH(K*(z, 2)v,u); =T~ (v, K" (2, 2)u) + T~ (u, K* (2, 2)v)) ,

vil) Si K*(z,2), K*(a,b) € gio, [K*(z, 2), K*(a,b)] = 0.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Le K-module g, muni du crochet |, | est une algébre de Lie 5-graduée
de dérivation caractéristique ad (E).

Démonstration.

Comme pour le cas des paires de Jordan, on peut montrer au cas par cas que le
crochet satisfait 'identité de Jacobi, mais on peut aussi remarquer que cette construction
correspond encore une fois au plongement standard du systeme triple de Lie q := V' &

V—. O
[.2.4 Systemes triples de Lie et Z-graduations

Revenons sur 'exemple des espaces symétriques. On a vu que dans ce cas, I'espace
tangent en o = eH d’un espace symétrique M = G /H posseéde une strucure de systéme
triple de Lie. Autrement dit, l'algebre de Lie de G, g = h @ q est Z/2Z-graduée, en
reprenant les notations de la partie I1.1.2. On suppose a présent que h = [q, q].

Définition I.2.6. Un endomorphisme I : q — q est appelé une polarisation si I? = Id
i.e si I est une involution.

On dit en outre que I est twisté si I[x,y, 2] = [[x,y, 2] + [z, [y, 2] + [z,y, [z] pour tout
(x,y,2) € qi.e I est une dérivation de [, , |.

On suppose qu’il existe une telle polarisation twistée sur q. Alors on a la décomposition
suivante de g en sous-espaces propres de [ : q = q; € q_1 ou q; est I’espace propre associé
a la valeur propre 1 et q_; celui associé a -1.

Par ailleurs, si (z,y) € q, [z,y] € h et [I,[z,y]] = I[z,y] — [z, y|] = [Iz,y] + [z, [y] donc
ad (I) définit une dérivation de g, laissant stable b et q. Elle induit donc une décomposition
de g en sous-espaces propres de ad (I) :

g= @gna avec [gn7 gm] C Yntm-

n

D’ou les relations suivantes :
91, 91] C b2, [d1,9-1] C ho, et [q_1,9-1] C h_o.
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Comme on a supposé que b est engendré par q, on a h = by & hy S h_», et alors

g=0 g Dho D g1 Dh_

est une 5-graduation de g.
Regardons maintenant le cas ou cette 5-graduation est en fait une 3-graduation i.e lorsque
iz = 0.

Définition 1.2.7. Une polarisation I d’un systeme triple de Lie q est dite invariante si
I commute avec [q,q] i.e I[x,y, z] = [z,y, [2] pour tout (z,vy, 2) € q.

On suppose a présent que I, polarisation twitée de q est en outre invariante. Alors
s1 (Jf7y) € g1, On a [xuy] = [$7Iy] = _[]xay] - _['rvy]a d’ou [CthIl] = 0 et de méme
[g_1,9_1] = 0 et par suite h = 0 = h_5. Donc finalement

g=0q1 D ho D gy

est une 3-graduation.

Cette construction d’algebres de Lie graduées peut se faire en termes de systemes
triples de Lie uniquement, en utilisant le plongement standard. Et donc on vient de voir
que si g possede une polarisation twistée I, alors g(q) est 5-graduée et si I est en outre
invariante, g(q) est 3-graduée. On a déja rencontré ces deux cas de figure lors de la
construction de Kantor-Koecher-Tits associée a une paire de Freudenthal-Kantor ou une
paire de Jordan.

I.2.5 Algebre de Lie graduée universelle et systemes triples de
Jordan

Nous avons vu dans les parties précédentes qu’a une paire de Jordan ou a une paire
de Freudenthal-Kantor, on pouvait associer une algebre de Lie graduée (3 ou 5-graduée).
Dans cette partie, nous allons présenter une généralisation de cette construction, due
a Kantor [Kan70] et [Kan72], qui, & un systéeme triple de Jordan généralisé [KanT2],
[KAS88| associe une algebre de Lie graduée, appelée algébre de Lie graduée universelle.
Contrairement aux cas précédents, la graduation n’est pas nécessairement de longueur
finie.

Dans les parties précédentes, nous avons plutot parlé de paires de modules (de Jordan,
ou de Freudenthal-Kantor). Faisons tout d’abord le lien entre paires (par exemple de
Jordan) et systemes triples (de Jordan). Soit (V*, V™) une paire de Jordan.

Définition I.2.8. On appelle involution de la paire (V,V~) un couple d’applications
linéaires 7 = (77,77), 75 : VE — VT telles que

(Invl) 75T (z,y,2) = TT (%2, 7Ty, 7%2), pour tout (z,y,z) € V=,

(Inv2) 7F o 7% = Idy .

Un couple d’applications linéaires 0 = (oF,07), o0& : VE — VT ne vérifiant que la
condition (Invl) est appelé un anti-automorphisme de la paire (V' V7).
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Supposons que notre paire de Jordan (V*, V™) admet une telle involution. Alors on
pose V = V7T et {zyz} := Tt (x,77y,2) pour (z,y,z) € V. Cette application { }
satisfait les deux identités suivantes :

(STJ1) {zyz} = {zyx} pour tout (x,y,2) € V,

(STJI2) {uv{zyz}} = {{vwvr}yz} — {z{vuy}z} + {zy{uvz}} pour tout (u,v,z,y,2) € V.

Définition 1.2.9. Un K-module V', muni d’une application trilinéaire vérifiant (STJ1)
et (STJ2) est appelé un systeme triple de Jordan.

Donc, a une paire de Jordan munie d’une involution, on associe un systeme triple de
Jordan.
Réciproquement, si V' est systeme triple de Jordan, on pose

V=V =V~ et T*(z,y, 2) := {zyz}.

Alors (V*,V7) est une paire de Jordan et Id :V* — V¥ est une involution.

On obtient ainsi une bijection entre I’ensemble des paires de Jordan avec involution et
celui des systemes triples de Jordan. Mais on peut aussi construire une bijection entre
’ensemble des paires de Jordan et celui des systeémes triples de Jordan polarisés (voir la
définition 1.2.10).

Soit (V*, V™) une paire de Jordan. On pose V := V@V~ et on définit un produit triple
sur V en posant pour x = 2"+, y =y +y 2=zt +27 €V,

{oyz} =T (@t y 25+ T (7 ,y",27).

Alors V est un systeme triple de Jordan tel que {VEVEVE} = 0 et {VEVFVE} C VE
Ce qui nous amene a la définition d'un systeme triple de Jordan polarisé :

Définition I1.2.10. Un systeme triple de Jordan V est dit polarisé si V =V @V, ou
VT et V= sont deux sous-modules de V tels que {VEVEVE} =0 et {VEVTVE} C VE

On obtient alors une bijection entre ’ensemble des paires de Jordan et celui des
systemes triples de Jordan polarisés. On peut munir ces ensembles de structures de
catégories et construire des équivalences de catégories entre elles [Loo75], [Ber00].

On peut calquer cette construction pour construire, en partant d’une paire de Freudenthal-
Kantor, un systéme triple de Freudenthal-Kantor [Ber02a).

On a vu plus tot que si g est une algebre de Lie 3-graduée, alors (g;, g_1) est une paire de
Jordan et si g est 5-graduée, alors (g;,g_1) est une paire de Freudenthal-Kantor.Qu’en
est-il si g possede une graduation plus longue, voire de longueur infinie 7 On peut toujours
considérer les opérateurs :

T g+1 X 71 X 941 — 911
(2,y,2) = o, y], 2]

Alors par I'identité de Jacobi, les opérateurs T satisfont toujours I'identité (PJ2). Ceci
nous amene a poser la définition suivante :

Définition 1.2.11. Une paire de K-modules (V, V), munis d’applications trilinéaires
T+ : VEXVT x VE — V* satisfaisant (PJ2) est appelée une paire de Jordan généralisée.
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Ainsi, a une algebre de Lie graduée, on associe une paire de Jordan généralisée. Comme
précédemment pour les paires de Jordan, on considere également les systemes triples de
Jordan généralisés, définis dans [Kan72] ou [KAS8S].

Définition 1.2.12. Un K-module V', muni d’une application trilinéaire { } vérifiant
(STJ2) est appelé un systeme triple de Jordan généralisé.

On peut appliquer les mémes constructions que pour les paires de Jordan afin d’obtenir
différentes bijections entre les paires de Jordan généralisées et les systemes triples de
Jordan généralisés.

La suite de cette partie va consister a expliquer la construction de Kantor, présentée
dans [Kan70] et [Kan72], généralisant la construction de Kantor-Koecher-Tits, qui a un
systeme triple de Jordan généralisé associe une algebre de Lie graduée [Kan72], [KA8S|
et [Pal09].

Considérons tout d’abord un module V' (pour l'instant sans produit triple). On pose
U_; := V. On cherche & construire une algebre de Lie graduée :

7= @0,

neL

On considére tout d’abord U_ D'algebre de Lie libre engendrée par U_; [Bou72]. Alors,
par définition, U_ possede une graduation naturelle :

= @ﬁ—na

n>1

olt U_,, est engendré par les éléments de la forme [[. .. [x1,25],...], 2], 2; € U_;. On rap-
pelle que l'algebre de Lie libre engendrée par U_; est définie comme I’algebre associative
libre engendrée par U_q, notée Lib(U_1), quotientée par I'idéal bilatere engendré par les
éléments de la forme :

i) Q(a) =a-a, avec a € Lib(U_,),

ii) J(a,b,¢)=a-(b-c)+b-(c-a)+c-(a-b), pour (a,b,c) € Lib(U_y),
olt - est le produit dans Lib(U_,). La classe de a - b est alors notée [a, b].
Reste a présent a construire

.- .
n>0

et & définir un crochet. Pour cela, on considere U, I'ensemble des applications (n+1)-
linéaires sur U_1 et a valeurs dans U_1 Si K est un corps et si U_l est de dimension finie,
alors en notant Ui I’espace dual de U_l, on a

(7” = (®n+1[7i1> X [7_1.
Et on pose

7. = D0,
n=0
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Il reste alors a definir un crochet de Lie sur 17+.

Si (Ao, Bo) € Uy = End(V'), on considere le crochet usuel [Ag, By] = AgBy — BoAo.
SiAg € (70 et B; € (71, alors Ag: V' — Vet By : V xV — V sont respectivement linéaire
et bilinéaire. Dans ce cas, on veut que [Ag, B;] appartienne a U; i.e [Ag, By| doit étre une
application bilinéaire. Alors on pose pour (z,y) € V :

[Ao, Bi](z,y) := Ao(Bi(z,y)) — Bi(Aoz,y) — Bi(z, Aoy).

Plus généralement, si Ag € (70 et By, € ﬁk, alors [Ag, Bx] doit appartenir a ﬁk et alors on
pose, pour (z1,...,T51) € V :

[AQ, Bk](ﬂfl, Ce 7xk+l) Z:Ao(Bk<331, Ce ,l’k+1)) — Bk<A0x1,£E2, e ,$n+1> — ...
— Bk(xl, vy Ly A0$k+1).

(L.1)

On peut alors définir [, | de maniere récursive sur [U;, ﬁ]] en connaissant [U;_1, ﬁj] et
Ui, U;_1], de sorte que I'identité de Jacobi soit vérifiée, ou bien utiliser la formule explicite
suivante, pour Ay € Uy, B, € Uy et (x1, ..., 21 11) €V :

[Ak, Bl] = Ak DB[ — BlDAk, ou (12)

k
AkDBl(xla"'akarFH) ::Z Z Ak (w’iu"'axis:Bl (xla"'a

s=0 1<i1<-<is<l+s

7"'7xi17"‘7xis7"'7xl+s+l) 7xl+s+2a"'7xk+l+1) :

Lorsque s = 0, la condition 1 <141 < --- < iy < [+ s est vide et alors

Z :Ak<Bl<l’1,'--,xl+1)axl+27”‘7$k+l+1)‘

1<ii<-<is<l+s

Pour k = 0 et [ = 0, on retrouve le crochet usuel sur End(V), si k = 0 et | quelconque,
on retrouve la formule (I.1) et sik =1et [ =1, 0n a

[Al’ Bl]('ra Y, Z) = Al(-lea Y, Z) + Al(xa Bly7 Z) + Al(xa Y, Blz)_
Bl(Alxa Y, Z) - Bl<x7 Alya Z) - Bl(xa Y, Alz)

Proposition 1.2.2 (I. Kantor [Kan70]). U, muni du crochet défini par (1.2) est une
algebre de Lie graduée.

Il reste alors a definir le crochet entre un élément de ﬁ+ et un élément de U_. Pour cela,

on utilise le fait qu'un élément zy0... oy :=[[... [x1, 2], ...], xy] s’écrit comme somme
d’éléments x;, - ... - x;, appartenant a Lib(U_,), I'algebre associative libre engendrée par
U_y [Bou72|. Alors si A, € Uy et x =21+ ... -y € Lib(U_1), on pose :

Ak<l’1,...7$l,',...,')EU:.SilSkZ—f-l

" . [.3
o {Ak(xh...,l'kﬂ)oxkﬂo---Ol'leUSil>k+1 ()

Puis on étend cette définition par linéarité pour A € Uy et z € U_,. Par exemple,
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i) SiAp € Uy et x € (7_1, alors [Ag, x] = Apz.
11) Si Ao € (70 et [ZEl,l’Q] € [7_2, alors

[Ao, [x1, 22]] = [Ao, T1 - Ta — T2 - 11] = [Agx1, To] — [Aox2, 71| = [Aoz1, 2] + [T1, AoTa).

iii) Si Ay € U,z € U_y et (Y1, k) € U_y, alors (A, 2] (y1, -, yk) = Ar(x, y1, - -, Yg)-
iv) Si A € (7k, [x1,x9] € U_, et (Y1, Yk—1) € [7,1, alors

[Ak; [x17x2” (?/1; e 7yk—1> = Ak(xla L2y Y1ye-- 7yk—1) - Ak($27fﬁ17 Y1,y - - 7yk—1)-

Alors on a le théoreme suivant :

Théoréeme 1.2.1 (I. Kantor [Kan70]). Le module U = U, ® U- = @ U, & P U,

n>0 n<0
muni du crochet défini par les relations (1.2) et (I1.3) est une algébre de Lie graduée i.e

(O, Un| € Ui,
La démonstration de ce résultat repose sur le résultat général suivant :

Lemme 1.2.1 (I. Kantor). Soit g une algébre de Lie. On note

PF(ay, . x) = Ja, 1], @), .. a]

Alors on a :
k-1 k — pb I - pk
Py =P, 0P — RoPp,.
Définition 1.2.13. Cette algebre de Lie U est appelée I'algebre de Lie graduée universelle
de V et elle est I'unique algebre de Lie graduée, a isomorphisme pres, a vérifier la propriété
universelle suivante : pour tout algebre de Lie graduée g = €p,,., g, et tout isomorphisme
Y ogo = @n21 g, — U_ d’algebres de Lie graduées, il existe un unique morphisme

d’algebres de Lie graduées ¢ : g — U tel que le diagramme suivant commute :

g\[ $ ﬁ_
g % ﬁ
Démonstration.

On vient de voir que U est bien une algebre de Lie graduée. Soit g une autre algebre
de Lie graduée et ¥ : g_ — U_ un isomorphisme d’algebres de Lie graduées. On considere
 un morphisme d’algebres de Lie graduées prolongeant . Montrons tout d’abord qu’il
n’existe qu’un seul candidat possible pour .

Soit a € gg et © € g_1. On a pla, x] = Yla, x| car [a,z] € g_;.
Par ailleurs, ¢la, 2] = [¢a,z] = (pa)(z) par définition du crochet dans U. Donc pour
tout v € V, nécessairement

(pa)(v) =vla, v~ ).
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On suppose que pour tout a € g, et (vy,...,v,) € V,on a

(pa)(or,..v) = ¢ [ [a o o] ]
Soit & présent a € g,, € g_1 et (vy,...,v,) € V. On a par hypothese

ela, 2] (v, ...,vn) =0 [ [[a, 2] . o] o T ]

Mais par ailleurs, ¢la, x](v1, ..., v,) = [pa, Yz|(vy,...,0,) = (pa)(Yx,v1,. .., v,). Autre-
ment dit, pour tout (v,...,v,41) € V, on a

(9061)(1)17 s 7vn+1) = Qﬂ [ - [aa wilvl} s 7w71'vn+1] .

Donc finalement, si ¢ existe, elle est définie de maniere unique pour tout a € g, et
(v1,...,Vp41) € V par,

(pa)(vy, ..., 0p41) =0 [ . [a, w_lvl} o ,1/1_lvn+1] )
Réciproquement, si on définit ¢ ainsi, par le lemme 1.2.1, ¢, ;. estun morphisme d’algebres
de Lie graduées de g, dans U,. Il reste donc a voir que ¢ est un morphisme de g dans U.
Soit a € g, et x € g_,,. Sin—m >0, alors
ola,x]: Vx-ooxV  — Vv
U1y Vpemy1) — Y[ as ] 07 o] T ]

Par ailleurs, ¢z € U_,, donc ¢ s’écrit comme somme d’éléments de Lib(V) :

/l/) = Z ailv---vimwl‘il e wxinl'

i15merim

Et alors [p7, ¥x](v1, ..., 0nmy1) = Z (pa)(WTiys - - s YTin, V1, Vnemr1)
i1yenim
= Z ¢ H[ .. [(l, {L‘il] g ,[Eim] ,77[}_17}1] g 7¢_1Un—m+1}
Bl yeeeybm
= Y[ Jla,z], v v, ], T o]
La derniere égalité provient de I'unicité de la définition du crochet de Lie entre a € g,,
vu comme élément de (@"*'g*,) ® g_1, et € g_,,. Donc pla, 2| = [pa, z].
Le cas ou n —m < 0 se traite de maniere analogue et donc ¢ est un bien un morphisme
d’algebres de Lie graduées prolongeant ).
Ainsi, il existe un unique morphisme ¢ prolongeant .

Enfin, montrons que si g est une autre algebre de Lie graduée vérifiant la méme propriété
que U, alors g et U sont isomorphes en tant qu’algebres de Lie graduées. Par hypothese,
g_ et U_ sont isomorphes, il suffit donc de montrer que g, et U, sont isomorphes. Mais
on a les diagrammes suivants :

g- *>U7 et U *>Q d’ou g_*>g_

LT

9——>U UTQ 8¢

Donc par unicité ¢’ o ¢ = Idg et de maniere analogue ¢ o ¢’ = Ids. D’oli g est isomorphe
al. O
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Intéressons-nous a présent a la situation ou V possede en outre une structure de
systeme triple de Jordan généralisé. Alors pour (z,y) € V, Popérateur L(z,y) : V —
V,z — {xyz} appartient a Uy et M(y) : V x V — V, (z,2) — {xyz} appartient & U;. On
considere alors Uy la sous-algebre de Us engendrée par {L(z,y), (z,y) € V} et U le sous-
espace de U, formé des opérateurs {M(y), y € V}. On pose également U_; := U,=V.
Alors on a les relations suivantes entre ces opérateurs :

[M(y),%] = L(%,y), [L(xvy)7z] = {xyz}, [L(I,y),M(Z)] = —M({ysz}), et

[L(u,v), L(z,y)] = L{{uvz}, y) — Lz, {vuy}).

Les deux dernieres relations sont simplement des réécritures de (STJ2). Ce qui entraine
que
(U, U] = Uy, [Up,Ut] C Uy, [Ur, U] C UL, et [Up, Ug] C U,

Alors, toujours d’apres [Kan72], il existe une unique sous-algebre de Lie graduée de U,

L) =,
nez
minimale au sens ou L£(V') ne contient pas d’idéal gradué dans @,>2U_,. En fait, la

sous-algebre de Lie de U engendrée par U; et U_; , notée Ly(V') possede un unique

idéal gradué maximal D, contenu dans @,>2U_,, et alors L(V) = Ly(V)/D. Par ailleurs,
Ups1 = [Un, U] done L(V) est engendrée par U; et U_;.

Définition I.2.14. Cette algebre de Lie graduée, L(V), est appelée 'algebre de Kantor
associée au systeme triple de Jordan généralisé V.

On dit qu’'un systéme triple de Jordan généralisé est de type k ou d’ordre k si L(V') est
(2k + 1)-graduée.

Alors on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2 (I. Kantor [KanT72]). Soit V' un systéeme triple de Jordan généralisé. V
est de type 1 (ou du premier ordre) si et seulement si V' est un systéme triple de Jordan.

Démonstration.

On a déja vu que si L(V') = Uy & Uy ® U_; est 3-graduée, alors (U, U_1) est une paire
de Jordan. Par ailleurs, d’apres [Kan72] et [KA88], il existe un automorphisme involutif
7 de L(V), renversant la graduation. Alors 7 définit une involution de la paire (U, U_;)
et donc V' est un systeme triple de Jordan.

Réciproquement, si V' est un systeme triple de Jordan, alors

[(M(a), M(b)](z,y,2) = {{zby}az} + {{zbz}ay} + {za{ybz}}
—{{zay}bz} — {{waz}by} — {xb{yaz}}

donc en utilisant (STJ2), on montre que [M(a), M (b)] = 0 et donc Uy = 0. Comme
Un+1 = [Un, Up], on obtient que U,, = 0 pour n > 2. Par ailleurs, en utilisant 7, 7(U,,) =
U_,, donc U_,, = 0 pour n > 2 et par suite £(V') est 3-graduée. O
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Dans le cas ou V est un systeme triple de Jordan, I’automorphisme 7 identifie U_; et U;
par y — M(y) et donc L£(V) est isomorphe a l'algebre de Kantor-Koecher-Tits associée
a V' (modulo I'ajout de l'opérateur d’Euler E). La construction de Kantor généralise
donc bien celle de Kantor-Koecher-Tits pour les paires de Jordan (ou les systemes triples
de Jordan). De maniere analogue au théoréeme précédent, on montre que les systemes
triples de Jordan généralisés d’ordre 2 sont les systemes triples de Freudenthal-Kantor
[AKS8S]. Ainsi, nous avons fait le lien entre les paires ou systemes triples (de Jordan, de
Fruedenthal-Kantor, ou de Jordan généralisé) et les algeébres de Lie graduées.

Pour I'instant, nous n’avons envisagé que des graduations par les groupes abéliens Z /27
et Z. Nous allons donc, dans la partie suivante étudier le cas ou g est graduée par un
systeme de racines [Bou68].

1.3 Algebres de Lie graduées par un systeme de ra-
cines

1.3.1 Le cas de la dimension finie

Nous allons, dans cette partie, nous concentrer sur les algebres de Lie graduées par
un systeme de racines. Nous allons tout d’abord expliquer cet outil classique pour la
classification des algebres de Lie simples complexes [Bou75] puis nous verrons que cette
“machinerie” peut servir pour donner des informations sur certaines Z-graduations des
algebres de Lie semi-simples, réelles ou complexes : les graduations de longueur finie
et engendrées par g, et g_i, et méme aboutir a une classification de ces Z-graduations
[KASS].

Attardons-nous tout d’abord sur 'exemple de g = sl(n + 1,C), I'ensemble des matrices
carrées de taille (n+ 1) et de trace nulle (on peut bien sur remplacer C par R). Une base
de g est donnée par la famille

{Eij’ 1 SZ%] §n+1}U{Eii_Ei+l,i+la 1 SZS”},

ol E;; est la matrice ne comportant que des zéros sauf en position (7, j), out elle comporte
un 1. Par ailleurs, la famille {E;;, 1 < n + 1} forme une base de 'espace des matrices
diagonales, noté H On note ¢; sa base duale. On note également h ’ensemble des éléments
de h de trace nulle, i.e appartenant a sl(n +1,C) et ¢; := &, . Alors, pour tout h € b, on

[h, Eij] = (ei(h) — €;(h)) Eij. (1.4)

Autrement dit, pour tout i # j, E;; est un vecteur propre de ad (h), associé a la valeur
propre «;;(h) := €;(h) — €;(h) et pour tout (h,h’') € b, [h, '] = 0. Donc finalement, pour
tout h € b, 'endomorphisme ad (h) : g — g est diagonalisable. Par ailleurs, comme b
est abélien, par l'identité de Jacobi, pour tout (h,h') € h, ad (h) et ad (h') commutent.
On a donc une famille d’endomorphismes diagonalisables et qui commutent deux a deux.
On peut alors les diagonaliser simultanément i.e il existe une base de vecteurs propres
communs a tous les ad (h). Cette base est donnée par (I1.4). Les valeurs propres de ces
endomorphismes sont représentées par des formes linéaires sur b ; ce sont les c;;. On note
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g*v = KE;; pour i # j; g™ est I'espace propre commun a tous les ad (h), h € b, associé
a la “valeur propre” donnée par la forme linéaire «;; et b est, quant a lui, I’espace propre
associé a la forme linéaire nulle. Si bien que :

g=hePe.
it

Dans cette décomposition, § s’appelle une sous-algébre de Cartan de g, ’ensemble
A = {a,j,1 # j} s’appelle le systéme de racines de g et les g* sont appelés les espaces
radiciels. On a par ailleurs

\Eij, En] = 0jEyq — 04 Ey;,
donc
g9, g% C g™, [g"7, "] C g™, et [g"7, g*] = O sinon.

Autrement dit, si « et 3 sont deux racines, alors [g*g”] C g**? si a + 3 est une racine et
(g%, g°] = 0 sinon. On note alors I le Z-réseau engendré par A i. e

P = @ZO&M
et pour a € I', on pose g% := g* si & = a; € A et 0 sinon. I' est un groupe abélien et
s=Pe
acl’

avec [g%, g°] C g®*7; autrement dit g est I'-graduée.
On généralise ensuite ce qu'on vient de faire au cas des algebres de Lie semi-simples
complexes de dimension finie. Soit g une telle algebre de Lie.

Définition 1.3.1. On appelle sous-algebre de Cartan de g une sous-algebre abélienne
maximale h telle que pour tout = € b, 'endomorphisme ad (z) est diagonalisable.

Pour une définition plus générale, par exemple si g n’est pas définie sur C, ou si g n’est
pas semi-simple, de méme que pour la question de l'existence de telles sous-algebres, on
renvoit a [Bou75].

Soit h une sous-algebre de Cartan de g. Pour a € h*, on note

g :={xeg, Vheh, [hz]=a(h)z} et A:={aech”\{0}, g*#0}.
Comme on a supposé que b est abélienne maximale, on a g = b.

Définition 1.3.2. L’ensemble A est appelé un systéeme de racines de g et les éléments
de A sont appelés des racines. La décomposition de g en espaces propres

g=hoPe”

a€A

est appelée la décomposition en espaces radiciels de g.

31



Encore une fois, on renvoit a [Bou68| pour une définition plus générale d’un systeme
de racines.
Comme dans le cas particulier de sl(n + 1,C), on a [g% g°] C g™, pour o, 3 € A et
donc, la encore, g est ['-graduée, ou

I':= @Za.

aEA

Cette construction s’étend au cas des algebres de Lie réelles, comme nous le verrons
dans la partie suivante 1.4, en considérant une décomposition de Cartan, g = €@ p, en
sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et -1 d'une involution de Cartan, la
sous-algebre de Cartan étant alors remplacée par un sous-espace abélien maximal de p
[Kna02].

Cette théorie des sous-algebres de Cartan ainsi que la classification des systemes de racines
irréductibles [Bou68] sont les ingrédients principaux dans la classification des algebres de
Lie simples complexes de dimension finie suivante :

Théoreme 1.3.1. Toute algebre de Lie simple, compleze et de dimension finie au moins
2 est isomorphe a l'une des algébres de Lie classiques suivantes :

1) (type A,) sl(n +1,C), de dimension n(n+ 1), n > 1,
2) (type B,) o(2n+ 1,C), de dimension n(2n+ 1), n > 2,
3) (type Cy), sp(2n,C), de dimension n(2n + 1), n > 3,
4) (type D,,), 0(2n,C), de dimension n(2n — 1), n >4,
ou a une des algebres de Lie exceptionnelles :

5) (type Es) e,

6) (type E7) e,

7) (type Eg) es,

8) (type Fy) f,,

9) (type G2) g..

1.3.2 Le cas de la dimension infinie

Il n’existe pas de classification générale aussi simple pour les algebres de Lie simples de
dimension infinie. On peut néanmoins citer les algebres de Kac-Moody [Kac90], [Moo68§],
qui constituent une part tres importante de I'étude des algebres de Lie de dimension
infinie. Elle généralisent les algebres de Lie semi-simples de dimension finie dont il a été
question précédemment et sont définies de maniere abstraite par générateurs et relations,
associés a un systeme de racines ou plus précisément a une matrice de Cartan généralisée.
On peut citer comme exemples d’algebres de Kac-Moody les algebres de Lie simples de
dimension finie sur C, mais aussi les algebres de Kac-Moody affines dont nous présentons
ici la construction. Soit g une algebre de Lie simple et de dimension finie sur C, donc
faisant partie de la liste du théoreme 1.3.1. On considere également o un automorphisme
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de g d’ordre m et ( € C une racine primitive m-ieme de I'unité. Alors o est diagonalisable
et on peut donc décomposer g en espaces-propres :

g= @ g5, ol g5 = {z € g,00 = (*x}.

NEZ/MZ

Au passage, on note qu’on obtient une Z/mZ-graduation de g. On définit ensuite

L(g,o,m) := @ g5y ®c C2* C g ® C[z*!],
AEZ
que ’on munit d’un crochet bilinéaire défini par
25 © 22, 4 ® 2] = [wx, yg] @ 2

Alors L(g,0,m), muni de ce crochet, est une algebre de Lie, appelée algébre de lacets.
On va ensuite effectuer une extension centrale de L(g, o, m) a I'aide d'un 2-cocycle. Pour
cela, on considere la forme de Killing de g, B(x,y) = Tr(ad (z) ad (y)) et on définit

(5 ® 2%, Y @ 2") := Aory 0B (75, Ya), 01 Oxypuo=1si A+ p =0 et 0 sinon.
Alors pour tout (I1,ls,13) € L(g,0,m), on a les relations suivantes
T(lh, 1) =0 et 7([l1, L], 3) + 7([la, I3], 1) + 7([l3, 1], 1) =0
i.e 7 est un cocycle. Alors on définit
L(g,o,m) := L(g,0,m) & Cc,
muni du crochet suivant

(75 ® 2%, 4z ® 2] = (75 ® 20, yp @ 2#] + T(75 ® 2%, Yz ® 2*)e, et [L,Cc] = 0.

Autrement dit, ¢ est un élément central. On vérifie que Z(g, o, m) est une algebre de Lie.
En outre, L(g, 0, m) possede une dérivation caractéristique

d(zx @ 2*) = A5 ® 2) et d(c) = 0.
On considere alors

L(g,o,m) := L(g,0,m) x Cd = @(gp@ Cz*) @ Cc Cd,

AEZ

muni du crochet suivant
[15x®@2* +s1c+1d, Y@ +sacttad] = T3, Yal @2t (Y@ ) —ta A (25020 + 7 (25220, Y @2 ) e
Alors E(g, o,m) est une algebre de Kac-Moody, appelée algébre de Kac-Moody affine.

Une autre classe d’algebres de Lie de dimension infinie est composée des algebres de
Lie graduées par un systeme de racines [BM92], [BN06].
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Définition 1.3.3. Soit g une algebre de Lie sur un corps de caractéristique 0, A un
systeme de racines fini et I' le Z-réseau engendré par A. On dit que g est graduée par A
ou A-graduée si :

i) g possede une I'-graduation :

g= @go‘, avec g% # 0 si et seulement si o« € AU {0},

acl

ii) il existe une sous-algebre ga de g isomorphe a I’algebre de Lie simple déployée associée
au systeme de racines A (voir 'annexe A) et une sous-algebre de Cartan ha de ga
telle que g% C g%, pour tout o« € A U {0},

iii) pour tout h € ha, ad (h) agit diagonalement sur g* par la valeur propre a(h),

iv) g est engendrée par les espaces radiciels g%, o € A.

Les algebres de Lie simples sur C sont de cette forme et on montre qu'une algebre de
Kac-Moody affine L(g, o, m) est également graduée par le sytéme de racines associé a g.
Grace a la classification des systemes de racines irréductibles, on peut établir une classi-
fication des algebres de Lie graduées par un de ces systeme de racines. Dans [BM92], S.
Berman et R. V. Moody s’intéressent au cas des sytemes de rang au moins 2 et ou toutes
les racines ont la méme longueur i.e de type A,, n > 2, D,, n > 4, Fg, FE7, ou Eg et
associent a g une algebre qui est, suivant le type du systeme, soit associative (dans le cas
ou le systeme de racines est de type A,,, n > 3), soit associative et commutative (type D,
et E), soit alternative (type As), et qui permet de classifier les algebres de Lie graduées
par A. Dans [BZ96], G. Benkart et E. Zelmanov completent la classification de Berman
et Moody en s’intéressant au cas des systemes de racines de type B, C,, G2 et Fy. On
peut également citer [Tit62] et [Neh96] dans lesquels J. Tits, puis E. Neher étudient le
cas ou le systeme de racines est de type Aj, ainsi que les liens avec la théorie de Jordan.

I.4 Classification des Z-graduations d’une algebre de
Lie semi-simple réelle

1.4.1 Classification

Dans cette partie, nous allons faire le lien entre les deux types de graduations que nous
avons vus i.e les Z-graduations et les graduations provenant d’un systeme de racines ; plus
particulierement, nous allons voir que la graduation provenant d’'un systeme de racines
permet de construire des Z-graduations de longueur finie si le systéeme de racines considéré
est fini, ce qu’on supposera dans la suite. Cette construction sert dans [KKA88] a classifier
les Z-graduations d’une algebre de Lie g, semi-simple, réelle et de dimension finie, en
établissant une bijection entre les classes d’isomorphie de ces graduations et les classes
d’équivalence des partitions d'un systeme fondamental du systeme de racines associé a g.
Nous allons expliquer dans la suite la construction de cette bijection.

On considere g une algebre de Lie réelle, semi-simple et de dimension finie. On considere
également une involution de Cartan 7, et g = £ & p la décomposition de Cartan associée
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i.e £ et p sont les espaces-propres de T associés respectivement aux valeurs propres 1 et -1.
Soit a un sous-espace abélien maximal de p. On note B(z,y) = Tr(ad (z) ad (y)) la forme
de Killing de g et B,(z,y) := —B(z,7y). Comme g est semi-simple et 7 une involution de
Cartan, la restriction de B a £x £ est définie négative et sur pxp, B est définie positive donc
B; est un produit scalaire sur g. Alors sia € a, on a B,(ad (a) z,y) + B;(z,ad (a) y) = 0,
donc si ad (a) stabilise un sous-espace V de g, il stabilise aussi V* (par rapport a B;)
et par suite ad (a) est semi-simple. Comme par définition, a est abélien, on peut, comme
pour une sous-algebre de Cartan, réduire simultanément tous les endomorphismes ad (a),
a € a. On considere alors pour a € a*, le sous-espace radiciel

g“ ={reg, Vhea,lhz]=ah)z}
et le systeme de racines associé a a :

A= {a € a"\{0},g" # 0}.

On note (, ) la restriction de B a a x a; (, ) est non-dégénérée, si bien qu’on identifie
A a un sous-ensemble de a. Alors on a la décomposition en espaces radiciels suivante :

g=caaPe="oPe"

aEA acA

ou ¢(a) est le centralisateur de a dans g. Lorsqu’on considere une sous-algebre de Cartan
b, on a ¢(h) = g° = h mais dans le cas ol g est réelle, on n’a pas nécessairement c¢(a) = a.
On suppose en outre que g est (2k + 1)-graduée :

k

o=EP

n=—~k

et que g; et g_; ne sont pas réduits a 0. Comme g est semi-simple, elle admet un unique
élément d’Euler, noté E. Ensuite comme g est réelle, semi-simple et de dimension finie,
d’apreés [Tan79], g admet une involution de Cartan renversant la graduation. On suppose
que c’est la cas de 7. Alors par unicité de I’élément d’Euler, on a 7TE = —F, donc F € p.
On suppose alors que F € a. Le lemme suivant fait le lien entre la Z-graduation de g et
la décomposition en espaces radiciels :

Lemme 1.4.1. On «

g0 = @ g , pour tout n € Z~.

(a,E)=n

Démonstration.
Tout d’abord, remarquons que («, F) = a(FE).
Ensuite, si x € g, avec «(F) =n # 0, alors [E, 2] = nx donc x € g,,. Donc

@ g% C gn.

(a,E)=n
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Réciproquement, si z € g, on utilise la décomposition en espaces radiciels :
r=a-+ Z x?,
avec a € c¢(a) et * € g*. Donc
ne = E,z] = [FE,a] + Z [E,z%] = Z [E,z%] = Z(Q,E)xo‘.
acA acA acA
Donc a = 0 et pour tout a € A, (o, E) = n. Donc
gn C EB g“ et par suite, g,, = GB g°.
(o, E)=n (o, E)=n
On raisonne de méme si n = 0; d’ou le résultat. O

Ce résultat nous permet de construire une partition de A :

k
A= U A, ou A, :={a €A, (o, E)=n}.

n=—=k

Donc on a (A, +A,,) VA C A,y En particulier Ay est un sous-systéme de racines de
A. On définit alors un ordre sur A en posant

a>0si(a,F) >0,

et on considere II | le systeme fondamental de racines simples de A relatif a cet ordre.
Alors on a

mc A

Ceci nous amene a poser la définition suivante :

Définition 1.4.1. Soit II un systeme fondamental du systeme de racines A. On dit que
IT est compatible avec la graduation de g si

mclJa.

n>0

Le systeme fondamental IT associé a 'ordre a > 0 si («, E') > 0 est donc compatible
avec la Z-graduation de g.
On pose ensuite II,, := IIN A, et on obtient ainsi une partition de II :

M= U 1, (L.5)
n=0

ou r est tel que II, # () et IT,, = () pour n > r. Comme g; # {0} par hypothese, IT; # ().
En revanche d’autres II; peuvent étre vides. Par ailleurs, on peut montrer par récurrence
sur la longueur des racines que Il est un systeme fondamental de A,.
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Définition I.4.2. La partition de IT définie par (1.5) est appelée la partition caractéristique
de la graduation g = @g,. On la note (I, ..., II,).

On considere a présent W le groupe de Weyl du systeme de racines A et Wy celui du
sous-systeme Ag. Comme g, est stable par I'involution de Cartan 7, a est un sous-espace
abélien maximal de goNp =: pg. Alors Aq est le systeme de racines de gy associé a a. Soit
G le groupe des automorphismes intérieurs de g i.e G = (Aut(g)),, la composante neutre
du groupe des automorphismes de g puisque g est semi-simple. On considere également
Go, K et K les sous-groupes analytiques de G engendrés par go, € et & = €N go.
Alors on a W = Ng(a)/Cg(a) on Ng(a) est le normalisateur de a dans K et Ck(a) son
centralisateur et Wy, = Nk, (a)/Ck,(a) avec les mémes notations.

Nous pouvons a présent définir la notion d’isomorphisme entre deux algebres de Lie
graduées, ainsi qu’une relation d’équivalence sur les partitions de systemes fondamentaux
de racines :

Définition 1.4.3. On considere deux algebres de Lie graduées :

g=Pa.ctgd =Py,

nez ne”L

On dit que g et g’ sont isomorphes comme algébres de Lie graduées s’il existe un isomor-
phisme d’algebres de Lie ¢ entre g et g’ tel que ¢(g,) = g/, pour tout n € Z.

En particulier, si g = ¢’ est munie de deux Z-graduations différentes, on dira que les
deux graduations sont équivalentes si elles sont isomorphes en tant qu’algebres de Lie
graduées.

Définition I.4.4. Soit g et g’ deux algebres de Lie semi-simples réelles et A et A’ deux
systemes de racines de g et g’. On considere IT et IT" deux systemes fondamentaux de A
et A’. Soit (I, ...,IL,) une partition de IT et (ILj,...,II’,) une partition de A’. Alors les
partitions sont dites équivalentes si v = r’ et §'il existe un isomorphisme du diagramme
de Dynkin de II sur celui de II' qui envoie II; sur II; pour tout 0 <i < r.

On peut a présent énoncer un résultat liant équivalence de partitions de systemes
fondamentaux et isomorphie entre algebres de Lie graduées :

Théoréme I.4.1 (S. Kaneyuki et H. Asano [KA88]). Soit g et g’ deuz algébres de Lie
(2k 4 1)-graduées réelles, semi-simples et de dimension finie. Soit A et A les systemes
de racines de g et g et I1 et I1' des bases de A et A’ compatibles avec les graduations de
g et de g'. Soit enfin (Ily, ..., I1,) et (II}, ..., II),) les partitions de I1 et II' provenant de
la condition de compatiblité de 11 et 11" i.e II, =IINA,, et II/, =1I'NA/.

Alors, si g et g’ sont isomorphes en tant qu’algébres de Lie graduées, les partitions sont
équivalentes.

Réciproquement, si g et g’ sont isomorphes en tant qu’algebres de Lie et si les partitions
sont équivalentes, alors g et g’ sont isomorphes comme algebres de Lie graduées.

Démonstration.
Soit E 'opérateur d’Euler de g. Puisque II est compatible avec la graduation de g, on
peut supposer que A est le systeme de racines relatif a un sous-espace abélien maximal
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a de p, 'espace propre associé a la valeur propre -1 d'une involution de Cartan 7 de g,
renversant la graduation et tel que £ € a. Autrement dit, on suppose qu’on a utilisé la
construction qui précede pour obtenir A. On note également € I’espace propre associé a
la valeur propre 1 de 7. On utilisera les mémes notations avec des primes pour les objets
associés a g'.

On suppose tout d’abord que g et g’ sont isomorphes en tant qu’algebres de Lie graduées et
on note ¢ un tel isomorphisme. Alors p7¢ ! est une involution de Cartan de g’ renversant
la graduation. D’apres [KAS8S], il existe X; € g; tel que ¢ := (exp X ) satisfait o7 =
7’1, ou 'exponentielle est celle du groupe adjoint de g’. Comme X; € gy, ©1 préserve les
graduations. Par ailleurs, comme ¢17 = 71, on a ¢1(€) = ¥ et v1(p) = p’. Puisque ¢,
préserve les graduations, a’ et ¢1(a) sont des sous-espaces abéliens maximaux de p’ N g
donc ils sont conjugués sous le sous-groupe analytique engendré par & N g i.e il existe
Xy € ¥ Ny tel que po(a) := (exp Xo)p1(a) = a’. Comme X, € g;, alors o préserve aussi
les graduations.

On considere a présent

k k
A= Jaceta =[] A,

n=—~k n=—k

les partitions de A et A’ données par
Ay ={a €A, (o, E)=n}et A, ={B €A, (B,E)=n}

Puisque po(a) = d/, on a po(A) = A’; et méme plus précisément, po(A,) = Al car o
préserve les graduations. Donc s (1) est un systeme fondamental de A’ compatible avec
la graduation de g’. Donc d’apres [KASS] et la décomposition Wj = N (a')/Cl, (a), on
a qu'il existe X3 € ¥ N g[ tel que 3 := (exp X3)p2 envoie II sur II' et méme chaque II;
sur II} pour 0 < i < r =’ et par suite les deux partitions (Il,...,II,) et (IL}, ... II,)
sont équivalentes.

Réciproquement, soit ¢ un isomorphisme de (Ilo, . .., II,) sur (IIj, . . ., IT"). Par hypothese,
¥ s’étend en un isomorphisme de g sur g’ (toujours noté ). Soit II = {ay,...,qq} et
' ={p,..., 0} Les opérateurs d’Euler de g et g’ sont uniquement déterminés par le fait
que pour tout a € I,,, on a (o, F) = n et pour tout g € II', (5, E’) = n. On numérote
les racines dans chaque I, et I/, de sorte que ¢ (a;) = [3; pour toutes les racines simples.
Alors, on a pour g; € I, (Y(E), 5;) = (V(E),¥(a;)) = (E,a;) = n donc Y(E) = E et
donc les algebres de Lie sont isomorphes en tant qu’algebres de Lie graduées. O]

Le théoreme suivant donne alors une classification des Z-graduations de g en établissant
une bijection entre les classes d’isomorphie des graduations de g et les classes d’équivalence
des partitions d’un systeme fondamental fixé de g.

Théoréme 1.4.2 (S. Kaneyuki et H. Asano [KAS88|). Soit g une algébre de Lie réelle,
semi-simple et de dimension finie et 11 un systéme fondamental fixé d’un systéme de
racines fité A de g. Soit G l’ensemble des classes d’isomorphie de graduations de g et P
I’ensemble des classes d’équivalence des partitions de I sous le groupe des automorphismes
du diagramme de Dynkin de A. Alors il existe une bijection ® de G sur P.

Démonstration.
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Soit g = @g, une graduation de g. On considere (Hél), . ,I_L(ul)) la partition ca-
ractéristique de cette graduation. Alors il existe s € W tel que s (H(l)) = II et comme
W = Ng(a)/Cx(a), un représentant a € G de s envoie IIV) sur II. On définit alors une

partition de II en posant II,, := a <H£ll)>. Alors par définition, les partitions (Ilo, ..., II,)

et (H(()l), e Hgl)) sont équivalentes.

L’étape suivante consiste a montrer que si on choisit une autre graduation de g, iso-
morphe a celle choisie au départ, la partition caractéristique associée a cette graduation
est équivalente a (Ily,...,II.). Soit g = @g/, une autre graduation de g, isomorphe a
g = g, par ¢ € Aut(g). A cette nouvelle graduation correspond un autre systéme
fondamental, II® et une partition caractéristique (Hé2), e ,Hg)). Alors il existe b € G,

tel que b(II®) = II et on pose I/, := b(l‘[g)). Donc (IIf, ..., II’,) est une partition de II,
équivalente a (H((]Q), ceey Hg)), partition de II®. Or d’apres le théoreme 1.4.1, les partitions
de TIM et TI® sont équivalentes donc r = 7’ et d’apres la démonstration, ¢ induit un
automorphisme de g, noté @, de II® sur I, qui envoie Hg) sur Hg) pour tout n. Alors
bp ta~! induit un automorphisme du diagramme de Dynkin de IT envoyant II,, sur IT,.

Donc les partitions (I, ..., IL.) et (II}, ..., II}) sont équivalentes et on peut alors définir

@ ([gn]) = (Mo, ..., 1L )],

ou [g,] est la classe d’isomorphie de la graduation g = &g, et [(Ilo,...,1I,)] la classe
d’équivalence de la partition (Iy,...,II,) de II.

Tout d’abord, d’apres le théoreme 1.4.1, ® est injective.

Montrons ensuite que ® est surjective i.e construisons a partir d’une partition de II, une
Z-graduation de g. On note IT = {ay,..., o} et on choisit (I, ..., II.) une partition de
I1. On définit alors une fonction hy sur A; si a = >°\_ m;(a)a;, on pose

h(a) = Z m;(a) + 2 Z mi(a)+ - +r Z m;(a).

Sia,f,a0 + 0 € A, alors on a hy(a + ) = h(a) + h(5). Cette remarque va nous
permettre de construire une graduation de g en posant :

O = GB g%, pour n € Z*,
hx(a)=n
(1.6)
o = "o @ o
hax(a)=0

Alorsg:@gnetsixegnetyegm,ona

nez
[xvy] = Z Z [xa’y,@] = Z ["L‘aayﬁ] € Ont+m-
(@)= b (B)=m ha(atB)=ntm o
Donc g = @g, est une Z-graduation de g. On pose alors A, := {a € A, h,(a) = n}
pour tout n € Z. On a donc II,, = II N A,, et par construction de ®, on a ® ([g,])
[(Ip, ..., IL.)]. Donc ® est aussi surjective et par suite ¢ est bijective.

LIl
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Définition I1.4.5. La graduation définie par les relations (1.6) est appelée la graduation
définie par la partition (Ilg, ..., IL.).

I1 faut noter que la longueur de la graduation définie par la partition (Ilo,...,II,)

n’est pas 2r + 1, mais il est facile de voir que h, est maximale pour la plus grande racine
6 de A et donc la longueur de la graduation est 2h,(0) + 1.
Par ailleurs, si on part d’une algebre de Lie Z-graduée g, d’opérateur d’Euler E et II un
systeme fondamental compatible avec la graduation alors la graduation de g définie par
la partition de II donnée par la condition de compatibilité est la graduation de départ.
En effet, dans ce cas, on a II,, = I[IN A, ={a €1l, (a, E) = n} et donc h,(a) = (o, F).
La suite consiste a s’intéresser au cas des algebres de Lie (2k + 1)-graduées ou les parties
“positive” et “négative” de g i.e @ﬁzl g, et @2:1 g_, sont engendrées respectivemen-
tectivement par g; et g_;. Dans [KA88], de telles algebres de Lie graduées sont dites de
type ap. C’est notamment le cas lorsqu’on construit une algebre de Lie graduée a partir
d’un systeme de Jordan généralisé comme on ’a vu dans la partie précédente 1.2.5. On
reprend alors la terminologie de [IKKA88] et on pose la définition suivante :

Définition 1.4.6. Soit g = &g, une algebre de Lie Z-graduée, réelle et de dimension
finie. On dit que g est de type aq si pour tout n > 1, on a

{ In+1 = [gn:gl]
gn-1 = [g-n,0-1],

i.e g; engendre @gn et g_1 engendre EBg_n.

n>1 n>1

On peut caractériser le fait que g est de type ag grace a la partition caractéristique
de la graduation. En effet, on a le théoreme suivant :

Théoreme 1.4.3 (S. Kaneyuki et H. Asano [KAS88|). Soit g une algébre de Lie réelle,
semi-simple, de dimension finie et (2k + 1)-graduée, et (Ily,...,1I,) la partition ca-
ractéristique de la graduation de g. Alors la graduation est de type ag si et seulement
s1 11, = 0 pour tout n > 2.

Grace a ce résultat, il suffit de considerer les sous-ensembles de IT; ce qui nous amene
a poser la définition suivante :

Définition I.4.7. Deux sous-ensembles de II, €2 et 25 sont dits équivalents s’il existe
un automorphisme du diagramme de Dynkin de II envoyant §2; sur €2,.

En combinant les théoremes 1.4.1 et 1.4.2, on peut classifier les graduations de type
aq par les classes d’équivalence des sous-ensembles de 11 :

Théoreme 1.4.4. Soit g une algébre de Lie réelle, semi-simple et de dimension finie et
IT un systeme fondamental d’un systeme de racines irréductible de g. Soit G,,, l’ensemble
des classes d’isomorphie des graduations de g de type g et P,, l'ensemble des classes
d’équivalence de tous les sous-ensembles non vides de I1. Alors il existe une bijection @,
de Gy Sur Py -
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Démonstration.

Soit g = Pg, une Z-graduation de g. Si elle est de type ag, alors d’apres le théoreme
[.4.3, la partition caractéristique de la graduation est (Ily,II;). On note [(g,)] la classe
d’équivalence de la graduation. Alors d’apres le théoreme 1.4.1, on peut définir @, ([(g,)]) =
[IT;] ot [I1;] est la classe d’équivalence du sous-ensemble IT;. La démonstration du théoréeme
[.4.2 et le théoreme 1.4.3 montrent que ®,, est une bijection. [

Pour terminer cette partie sur la classification et avant de considérer quelques exemples,
on peut énoncer un résultat liant les classes d’isomorphie des (2k + 1)-graduations g de
type aqp et la plus grande racine de A. En effet, on suppose que IT = {a,...,} et on
note 6 la plus grande racine de A. Alors on peut décomposer 6 sur la base «;, de sorte
que

l
=1

On note ensuite ng) ensemble des classes d’isomorphie des (2k + 1)-graduations de type
ap de g telles que gi # 0 et on pose

)17

k

PL :U{[{%,---,Ozir}], 1<ij<---<ip<I| Zmih(e):k}_
h=1

r=1

Théoreme 1.4.5. Il existe une bijection @&’? de ng)) sur Pélf)).

Démonstration.

On définit %) comme ®,, dans la démonstration du théoreme 1.4.4. Soit [(g,)] € G
et (ITy, IT;) la partition caractéristique de IT associée a la graduation. Puisque 6 est la plus
grande racine de A, on a § € Ay donc k = (0, F) = 2221 m;(0)(a, E') or par définition
de lordre sur A, (o, E) € N, donc le cardinal de II; est inférieur ou égal a k. Donc par
le théoreme 1.4.4, @&I? est une bijection de gé’;) sur 776(33). n

On note que la plus grande graduation de g de type aq est de longueur (2> m;(0)+1),
obtenue pour Iy = () et donc IT; = II.
Ce résultat généralise légerement celui de S. Kaneyuki et H. Asano; en effet dans [KKA8§],
les auteurs ne s’intéressent qu’au cas des 3- et 5-graduations, qui sont nécessairement de
type ag si g est simple. En effet, ¢’est évident pour les 3-graduations, et si g est 5-graduée,
on considere [g1,91] © g1 D [g1,0-1] D g1 P [g_1,8_1]; c’est un idéal de g non vide donc
c’est g tout entier et par suite, go = [g1,01] et g2 = [g_1,9-1]. On remarque que dans
ce cas, on a également gy = [g1, g_1]. En revanche, il existe des 7-graduations qui ne sont
pas de type ap, par exemple, dans le cas de s[(3,R) i.e A = Ay, et II la base constituée
de o 1= €] — €3 et ap = €5 — €3, Ol (€1, €9, €3) est la base canonique de R3. En effet, si on
considere la graduation de g définie par la partition de IT donnée par Iy = 0, IT; = {ay}
0 a O
et [Ty = {asy}, on obtient une 7-graduation de sl3(R) ou g, = 000 ],aeRy,
000

0 00 0 0
go = 00 b ],beRetgs= 00 , c€ R 3. Donc [g1,91] =0 et par
0 00 0 0

S OO

suite cette graduation n’est pas de type «p.
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Dans la suite, nous allons donner les partitions des systéemes de racines réduites
irréductibles classiques A,, B,, C, et D, (voir [Bou68|] pour les bases choisies pour
chaque systeme de racines) conduisant & des 3- et 5-graduations. Nous ne donnerons que
Ag et les Ag puisque A_, = —A,; d’apres ce qui précede, ceci donne toutes les 3- et
5-graduations des algebres de Lie simples classiques réelles correspondant a ces systemes
de racines. Nous utiliserons ensuite une réalisation de ces algebres de Lie sous forme
matricielle pour visualiser ces graduations. Nous reprendrons pour cela les réalisations
données par M. Takeuchi dans [Tak66].

1.4.2 Exemples

a./ Systeme de type A, 1 pour n > 2.

Soit (€1, ..., €,) une base de R™; alors I’ensemble des racines est

On considere les racines simples a; := ¢; — ;.1 pour 1 < ¢ < n — 1. On pose II
le systeme fondamental de A formé des «; et on considere la plus grande racine
0:=a;+- -+ a,_1. Le diagramme de Dynkin est

w
5 w 5
w

Donc ses automorphismes sont l'identité et ’application w envoyant ay sur o, k.
Intéressons-nous tout d’abord aux 3-graduations : d’apres ce qui précede, les cas ou

n
II; = {a,}, pour 1 <p < [5} suffisent & définir toutes les classes d’équivalence des

sous-ensembles a un seul élément de II. Alors, la partition de A pour II; = {a,} est
donnée par :

Aoz{i(ei—Ej), 1§Z<]§p0up+1§2<]§n—l},
Ar={e—¢€, 1<i<p p+1<j<n-—1}

Considérons a présent g = sl,(R) = {A € M, (R), Tr(A) = 0} et l'application
7:9—g, A— —'A. Alors, 7 est un automorphisme involutif de g et donc g = €& p,
ol ¥ est I’espace propre associé a la valeur 1 et p celui associé a la valeur propre -1 de
7. Le sous-espace a constitué des matrices de g qui sont diagonales est un sous-espace
abélien maximal de p. On sait alors que le systeme de racines A relatif a a est de type
A,_1 et que dans ce cas, g=a® @ g”. On rappelle également que g“~“ = RE};,
aEA
ou (E;;) est la base canonique de M,,(R).
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Alors, d’apres ce qui précede, on a les 3-graduations suivantes pour g, avec 1 < p <

5

2.
(0 B (A0 (00
g1 = 0 0 , 8o = 0 D et g1 = Cov

ou Ae M,(R), Be M,,,—»,(R), Ce M,_,,(R) et D e M,_,(R).

En ce qui concerne les 5-graduations, les cas a regarder sont Iy = {a,, a,i4} pour
1<p<n—-1letl<qg<n-—p—1 Danslecasoull; = {a,, a,i,}, on ala partition
de A suivante :

Ag={F(6 —¢),1<i<j<poup+1<i<j<ptqoup+q+1<i<j<n}
Ar={e—¢,(1<i<p ptl<j<ptqgou(ptl<i<p+gq ptqg+1<j<n)}
Ag={ei—€,1 <i<p, pt+tqg+1<j<n}

Ce qui nous donne la 5-graduation suivante :

o O

0 B 0 A 0
go = 00 O , g1 = 0O 0 F , g0 = 0 FE
0 0 0 0 O

0 0 O 0 00
ga=| D 0 O etgo=| 0 0 0 |,
0 H 0 G 0 0
avec A € M,(R), B € M, ,(R),C € Mp,_(pr9(R), D € My, (R),E € My(R), F €
Mq,nf(pw) (R), G e Mnf(erq),p( )a H e nf(p+q)7q( ) et J € Mn*(erq) (R)

b./ Systeme de type B, pour n > 2.

Soit toujours (€1, ..., €,) une base de R™. Le systeme de racines est donné par
A={x(e+e¢),1<i<j<mn, +e,1<i<n}.

On considere les racines simples «; :=¢; —€;41 pour 1 <1 <n—1et o, :=¢€,. On
note II le systeme fondamental de A formé des «; et on note 6 := a1 +2(ags+- - -+ ,)
la plus grande racine. Le diagramme de Dynkin est

Le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin est restreint a l'identité.
Par définition de 6, il n’existe qu’une seule classe d’équivalence de sous-ensembles
de IT & un seul élément donnant une 3-graduation : II; = {«;}. La partition de A
correspondante est donnée par :

Ag={=x(e L), 1 <i<j<n, x¢,2<i<n},
Ay ={e, e +¢,2<j<n}.
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Regardons tout de suite le cas des 5-graduations; on a a étudier les cas II; = {ax}
pour 2 < k < n. La partition de A pour IT; = {ay} est donnée par :

ANg={t(e; —¢€),1<i<j<k, t(eLe)k+1<i<j<n, e, k+1<i<n},
Ay={e+e,1<i<k k+1<j<n, ¢1<i<k}
Ay ={e;+¢€,1<i<j<k}

Intéressons-nous a présent a une réalisation de ce systeme de racines. Soit X €
Mi(R), on définit X' € My(R) par X; = Xpy1jrr1-i- Alors X' est la transposée
de X par rapport a la deuxieme diagonale. On considere alors

0/(271 + 1,R) = {X S M2n+1(R),X/ + X = 0},

I’ensemble des matrices antisymétriques par rapport a la deuxieme diagonale. Si on
note K la matrice formée de 1 sur la deuxieme diagonale et de 0 ailleurs,

1
Kopyq = J

1

alors X'+ X = 0 si et seulement si ‘X K+ KX = 0 donc o’(2n+1,R) = o(n,n+1). On
considere ensuite le sous-espace de 0o'(2n + 1, R) formé des matrices diagonales ; c’est
un sous-espace abélien maximal de o'(2n 4+ 1,R) dont le systeme de racines associé
est de type B,. Alors dans le cas ou II; = {ay}, on obtient la graduation suivante :

To Ton 0 a 0 0 0
0 ... 0 —mx9, v 0 0
0 : : go= 1 : A : g1 =1 : 0
0 ... 0 —x9 : 0 Yo O ... O
0 0O ... ... 0 -—a 0 —Yon ... —UYo

avec A € My, 1(R), A+ A" =0, (a,x2,...,Tom,Y2,..-Y2n) ER

Et si [T} = {ag} pour 2 < k <n, on a la 5-graduation suivante :

00 C 0 B 0 A0 O
g2 = 0 0 0 y g1 0o 0 -B , 8o 0 F 0
00 0 0 0 O 0o 0 —-A
0O 0 0 0 00
g1 = D 0 0 yg—2 = 0 00 )
0 =D 0 F 00



avec A € Mk(R), B € Mk,?n-}—l—%(R), C.F € Mk(R), C'"+C =0=F +F,
D € Mapii-0kk(R), B € Mapi1ox(R), E' + E = 0.

c./ Systeme de type C, pour n > 3.

Soit (¢;) une base de R". L’ensemble des racines est
A={£(ete¢), 1 <i<j<n, £2¢,1<i<n}.

On pose «a; := ¢ — €y pour 1 < i < n—1c¢et a, := 2¢, et on considere II le
systemes fondamental formé des racines simples «a;. La plus grande racine est 6 :=
2(aq + -+ + ap_1) + ap. Le diagramme de Dynkin est

Le groupe des automorphismes du diagramme de Dynkin est restreint a l'identité.
Par définition de 6, il n’y a que II; = {«,} qui donne une 3-graduation. La partition
de A correspondante est donnée par :

Aoz{i<€i—€j>,1§i<j§n},
A ={e+¢,1<i<j<mn, 2, 1<i<n}

En ce qui concerne les 5-graduations, chaque cas II; = {ax} pour 1 < k < n—1
donne une 5-graduation non-isomorphe aux autres. Dans ce cas, la partition de A est
la suivante :

ANg={t(e; —€), 1 <i<j<k, x(Le)k+1<i<j<n, £2¢,k+1<i<n},
Alz{ﬁiiEj,lgiSk, /{Z—l-lg]gn},
Ap={ete,1<i<j<k 2,1<i<k}.

Considérons la matrice J), := ( _2( [g" ) et I'ensemble

sp'(n,R) == {X € gl(2n,R),! XJ + J. X =0}

Alors on a Tsp'(n,R)T = sp(n,R) ou T := ( [61 [g
A B
c A
rapport a la deuxieme diagonale. Les matrices diagonales de sp’(n,R) forment un
sous-espace abélien maximal et le systeme de racines associé est de type C,. Pour

IT = {a,}, seule partition de IT fournissant une 3-graduation, on a :

(0 B (A0 . (00
g1 = 0 0 , 90 = O_A/ et g1 = cC 0 )’
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) € O(2n). Alors si X €

sp'(n,R), on a X = ( ) avec A, B,C € M,(R), B et C symétriques par



ou A, B,C € M,(R), B et C symétrique par rapport a la deuxieme diagonale.

Enfin, si IT = {ax} pour 1 <k <n —1, on a la 5-graduation suivante :

000D 0B C 0 A0 0 0
(o000 oo o0 o F G o
210000 |'" oo o - |[% (oL -Fr o |’
000 0 00 0 0 00 0 -—A
0 0 0 0 0000
E 0 0 0 [ o000
1=l g o o o|['#27 0 000 |
0 H —E 0 M 00 0
ou A € Mi(R), B,C € My, x(R), D,M € My (R), D' =D, M = M', E,H €

d./ Systeme de type D,, pour n > 4.

Soit (€;) une base de R". Le systéeme de racines considéré cette fois est

Soit a; :=€;—€;. pour 1 <i < n—1etaq, :=¢, 1+¢,. Et on considere II le systeme
fondamental formés des (o). Enfin, la plus grande racine est 0 = oy + 2(ag + -+ +
Qp_2) + 1 + ay,. Le diagramme de Dynkin est

W@@w

Les seuls automorphismes du diagramme sont 'identité et w qui fixe aq, ..., a, 9 et
qui échange a,,_1 et o, sin > 5 et si n = 4, le groupe des automorphismes est le
groupe diédral Ds. Donc, les partitions ou II; = {1} et II; = {«,,} suffisent a décrire
toutes les 3-graduations pour n > 5 et I} = {ay} suffit pour n = 4. Si I} = {1},
alors la partition de A est donnée par :

Agz{:i:(ezj:e]),2§2<]§n},
Ay ={e£e¢,2<j<n}

alors que si Iy = {«,}, on a :

Agz{i(ei—ej),1§i<j§n},
A ={e+e€,1<i<j<n}
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En ce qui concerne les 5-graduations, il faut étudier les cas ou II; = {ax} pour
2<k<n-21I ={a,a,} et Il = {au_1,a,} sin >5etsin=4,il suffit de
regarder 11y = {an} et I} = {ag, au}.

Silly = {ax} avec 2 < k < n — 2, on a la partition suivante de A :

Aoz{i<€i—€j),1§i<j§k, i(GZjZEJ),IC+1§Z<j§n},
Alz{Ei:tEj,lgiSk, /{:—i—lﬁyﬁn},
A2={6i+€j,1§i<j§k’}.

SiIly = {ay,a,}, alors on a :

AOZ{:]:(GZ'—GJ‘),QSZ'<]'S7L},
Ay ={e1—€,2<j<mn, +¢€;,2<i<j<n},
Ay = {e1 +¢€;,2<j <n}.

Enfin, si I} = {ay,_1, @, } la partition de A est donnée par :

Ag={%(e —¢),1<i<j<n—1},
A1:{€ii€n,1§i§n—1},
A2:{€i+€j,1§i<j§n—1}.

On considere a présent, o'(2n, R) i.e ’ensemble des matrices d’ordres 2n antisymétriques
par rapport a la deuxieme diagonale. Alors

o’(2n,R):{(é _{”4,), A, B,C € M,(R), B+B’:0,C+C’:0}.

On considere le sous-espace de 0'(2n,R) formé des matrices diagonales; c’est un
sous-espace abélien maximal pour lequel le systeme de racines associé est de type
D,,. Reprenons alors les partitions de A et construisons les graduations de o'(2n, R)
associées :

Si IIy = {ay }, on obtient la 3-graduation suivante :

0 o Top_1 0 a 0 0
0o ... 0 —Ton—1 0
gi=1: : 0 : : 9o =1 : A : et
0 0 — T : 0
0 0 0 0 —a
0 . 0
Yo 0 ... 0
g1 = : ' 0 : ;
Yon—1 0 oo 0
0 —Yom-1 --- —Y2 O
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g2

avec A € My, o(R), A+ A" =0, (a,x9,...,Ton_1,Y2,-- - Yan_1) € R,

SiIly = {a,}, on a également une 3-graduation :

(0 B (A0 . (00
g1 = 0 0 , 90 = O_A/ et g1 = cC 0 )’

avec A,B,C € M,(R), B+ B =0=C+C".

Ensuite, si II; = {ax} avec 2 < k <n — 2, on a la 5-graduation suivante :

00 C 0 B 0 A0 O
g=|1000 |,;s=[0 0 =B |],90=| 0 E 0 ,
00 0 0 0 O 0o 0 A

0 000 0 - 0 z U1 0

: s B : : :

0 00 0 0 0 Tng Yooy O
o 0000 - 0 o 0 0 0 —yo
i 0000 ---01"8"|o 0 0 0 -z,

0 0000 - 0 0 0 0 0 0

0 0000 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
A oo
0 0 0 0
o 02 0 0 0
=10 ... 00 =z 0 0|’
0 -~ 00 0
S EY
0 00 0
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Uy
U1

0

avec A € M,,_1(R), B,C € o/(n—1,R), (z, 1,

0 0

0 0
Up—1 0
Un—1 0

0 —Un—1

0 —U1

O OO e

—Up-1

- O OO O e

0

s Tp—1,Y15 - - -

Enfin, si I} = {ay, o, }, on a la 5-graduation suivante :

0 0
0 0

o
o

go = 0 0

avec A € M,,_1(R), B,C € o/(n—1,R), (a, x1, ..

0

0

go =

0

—Up-1

0

0
0
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y 91 =

)

y Yn—1, U1, - -

o
<
pary

Un—1 0

0

s Tn—15Y1, - - -

—Up—1

s Yn—1, U, - - -

o O

oy Up—1,V1, ...

y Un—1,V1, -

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
,Un_l) € R.
0 0
0
0
0 —Yn—1
0 —wu
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
. ,Unfl) € R.




On remarque qu’il n’y a donc que trois “formes” possibles pour les 3-graduations des
algebres de Lie réelles simples classiques, a savoir

p >< n—p
( 80 | O1 5 dans le cas A, avec II; = {a,},
g-11| 8o

< n><

( 990 . 5 dans les cas C, et D,, et I, = {a,},
1

<1>< 1 >< >

9o | &

g-1| 9o dans les cas B, (I =2n — 1) et D,(l = 2n — 2) avec II; = {ay}.
0 | g4

Les nombres apparaissant au dessus des matrices représentent la taille des blocs compo-
sant ces matrices.
Et de méme, il y a seulement trois “formes” possibles pour les 5-graduations :

< p>< g >< n—p—q>

go | O1 d2
g1 8o g1 dans le cas A, avec II; = {a,, apiq}s
g2|9-1| 9o

< k >< l >< k >

go g1 g2
g-1 9o g1
g-2| 9-1 9o
< 1 ><n—1><n—-1>< 1 >

o | 91 |9 |0

g-1] 80 | 81 | 92

g2 0-1] Go | G1

0 |g-—2|8-1]|80
On trouve une liste des 3- et 5-graduations des algebres de Lie simples classiques sous
forme de tableaux dans [KA88] et dans la partie II de [FKK*00]. Dans ce dernier, on
trouve également une liste des 3- et 5-graduations des algebres de Lie classiques simples

complexes et des algebres de Lie exceptionnelles.

dans les cas B,(l =2n + 1 — 2k),C,,(l = 2n — 2k) ou D, (Il = 2n — 2k)
et Il = {ay.} ou dans le cas D, (I =2) et I} = {ay,_1, a0},

dans le cas D,, et I} = {ay,a,}.
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Chapitre 11

Géométrie de drapeaux généralisée

Comme nous 'avons mentionné précédemment, a un groupe de Lie, on associe une
algebre de Lie, comme étant I'espace tangent en e, le neutre du groupe considéré. On a
également vu que si M = G/H est un espace symétrique, alors T,M, 'espace tangent
en o = eH, possede une structure de systeme triple de Lie. Dans [BN04], W. Bertram
et K. H. Neeb définissent la géométrie projective généralisée associée a une algebre de
Lie 3-graduée et montrent que cette géométrie est caractérisée par la paire de Jordan
associée. Dans la suite de ce travail, nous allons nous poser la question de savoir quel
objet algébrique peut caractériser la géométrie associée aux algebres de Lie munie d'une
Z-graduation de longueur finie. La premiere chose a faire est donc de définir la géométrie
associée a une algebre de Lie (2k 4 1)-graduée ; nous I'appellerons la géométrie de dra-
peauz généralisée [Che09]. Cette notion étend celle de géométrie projective généralisée
introduite dans [BNO4] et pour la définir, nous allons utiliser un analogue a la construc-
tion de Chevalley pour une algebre de Lie complexe simple et de dimension finie [Car72],
[Hum78] ou [Ste68]. On renvoit a annexe A pour plus d’explications sur la construc-
tion de Chevalley. Cette construction se base également sur la notion de groupe projectif
élémentaire introduite par O. Loos dans [Loo79] puis par J. R. Faulkner dans [Fau83]. I
est important de remarquer que notre construction fonctionne pour une algebre de Lie
sur un anneau K (quasi) quelconque et de dimension finie ou non.

II.1 Groupe projectif élémentaire

Intéressons-nous dans un premier temps au cas des algebres de Lie 3-graduées. Ce sont
O. Loos dans [Loo79] et [Loo95] et J. R. Faulkner dans [Fau83] qui s’intéresserent a ce cas
et ses liens avec la théorie de Jordan. Ils introduisirent tout d’abord le concept de groupe
projectif élémentaire et de complétion projective d’'une paire de Jordan. Puis O. Loos reprit
cette notion de groupe projectif élémentaire pour développer celle de quasi-inversibilité
d’un quadruplet. On peut également citer B. Allison qui, avec J. R. Faulkner dans [AF99]
ont défini le groupe projectif élémentaire dans le cas des paires de Freudenthal-Kantor, et
W. Bertram et K-N. Neeb qui se baserent sur ces notions de groupe projectif élémentaire
et de complétion projective pour construire une structure de variété différentielle sur la
géométrie projective généralisée d'une algebre de Lie 3-graduée [BN04] et [BNO5]. Nous
reviendrons plus longuement sur ce travail dans les parties suivantes. Pour I'instant, nous
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allons généraliser ces différentes notions pour des graduations plus longues. Les résultats
qui suivent ont été annoncés dans [Che09).

Soit g une algebre de Lie (2k+1)-graduée sur un anneau commutatif K dans lequel les
entiers sont inversibles. On note D la dérivation caractéristique associée a la graduation.

k
Alors pour z € € g, la dérivation ad () est nilpotente, d’indice (2k +1). On peut donc
=1

considérer l’endo;norphisme suivant :
2k
d n
e2d@) . — Z —(a (z)) € Aut(g).

Alors €2d(®) est bien défini et est un automorphisme de g car on a supposé les entiers
inversibles. Dans le cas d’une graduation de longueur (2k 4+ 1), il faut, pour que e*d(®
soit un automorphisme que tous les entiers jusqu’a (2k + 1) soient inversibles. On a donc
supposé que tous les entiers sont inversibles pour que ce qui suit ne dépende pas de la

longueur de la graduation considérée, mais on pourrait étre moins restrictif sur K.
k

Tout ce qui précede est encore vrai si on remplace x par y € @ g_,,. On considere alors
n=1
les deux groupes constitués de ces opérateurs :

k k
Ut = {ead(’”),xe@gn} et U™ = {ead(y),ye@g_n}.
n=1 n=1

La formule de Campbell-Hausdorf, qui dans ce cas est polynomiale, assure que U™' et U~
sont bien des groupes.

Définition IT.1.1. On considére également le groupe engendré par U et U™ :
G := PE(g,D) :=<U", U~ >C Aut(g),

appelé le groupe projectif élémentaire de (g, D), [Loo95] et [BNO4].
On définit aussi
H:={9€G,goD=Dog},

I’ensemble des éléments de G qui commutent avec la dérivation caractéristique et enfin

PT:=HU" e P :=HU .

Les éléments de H commutent avec D donc préservent la graduation et ainsi nor-
malisent U et U™, si bien que P et P~ sont des sous-groupes de G. La sous-algeébre
go @ - - @ g est 'analogue dans le cas (2k + 1)-gradué d’une sous-algebre parabolique,
rencontrée dans le cadre des algebres de Lie simples associées a un systeme de racines
[Bou75]. De méme pour go @ - - ® gy, ainsi PT et P~ peuvent étre pensés comme des
“sous-groupes paraboliques” de G.
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Parfois, lorsqu’une graduation de g est fixée, il est pratique d’utiliser une notation “ma-
tricielle” des automorphismes de g. Si g € Aut(g), on définit

gij::priogol’j:g]’—)gia pouriuj:_ka"'aka

ou pr; : g — g; est la projection de g sur g; et ¢; : g; — g est I'inclusion de g; dans g.
Alors on peut écrire g sous forme matricielle

Gkk -+ OGk—k

Les coefficents d’une telle matrice ne sont pas des éléments de K mais des applications
linéaires de g; dans g;. Avec cette écriture, les éléments de U™ sont représentés par
des matrices triangulaires supérieures, avec l'identité sur chaque bloc de la diagonale,
ceux de U~ par des matrices triangulaires inférieures ayant l'identité sur la diagonale
et les éléments de H sont, quant a eux, représentés par des matrices diagonales. Cette
écriture justifie la remarque sur le fait que P™ et P~ peuvent étre vus comme des sous-
groupes paraboliques. En effet, les éléments de P' sont représentés par des matrices
triangulaires supérieures et si g = gl (C), alors G = GL,(C) et P est constitué des
matrices triangulaires supérieures de GG, qui forment bien un sous-groupe parabolique.

Nous allons dans la suite définir la géométrie de drapeaux généralisée de g, qui étend la
géométrie projective généralisée définie dans [BNO4] pour des algebres de Lie 3-graduées.

II.2 Géométrie de drapeaux généralisée

Dans le cas ou on considere g = gl (C), munie de la (2n + 1)-graduation définie par
Iy = 0 et II; = II avec les notations de la partie 1.4, alors G = GL,(C) et P est le
sous-groupe des matrices de GG qui sont triangulaires supérieures. Dans ce cas, 1’espace
quotient G/ P peut étre vu comme l'espace des drapeaux complets de C™ :

{0=VycWVrC---CV,=C"), dim(V;) = i}.

En effet, G agit transitivement sur les drapeaux complets de C™" et si (eq,...,e,) est la
base canonique de C", on considere le drapeau standard défini par V; := Vect(ey, ..., ¢€;),
pour tout ¢ = 1,...,n. Alors PT est le stabilisateur de ce drapeau, si bien que

G/PY=G0CCec o cC={0cVic - cC), dim(V)=i}.

On va considérer 'analogue de cette construction dans le cas d'une algebre de Lie (2k+1)-
graduée. Pour cela, on définit trois espaces homogenes :

M:=G/H, X":=G/P~ et X :=G/P".

On notera (0™, 07) le point de base (P~, P*) dans X x X . Dans la suite, on verra que
les espaces X et X~ ont une réalisation géométrique proche de celle des drapeaux. Mais
pour l'instant définissons une relation de transversalité sur X+ x X .
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Définition I1.2.1. Si z € X* et y € X, alors on dit que x et y sont transverses, ce
qu’on notera x Ty, si (x,y) est conjugué sous action de G sur X x X~ du point de base
(o%,07) i.e il existe g € G tel que (z,y) = (go*, go™). On pose

(XTx X)) ={(z,y) € X" x X", 2Ty}, et pour z € X* 2" := {y € XF 2Ty}

La donnée (Xt X~ T) sera appelée une géométrie de drapeauz généralisée de type k-
gradué.

La relation de transversalité peut étre définie en utilisant I’espace homogene M grace
au lemme suivant :

Lemme 11.2.1.

i) Six=got € Xt ety=go € X, alors x et y sont transverses si et seulement

k
s’il eviste z € @ gn tel que v = g'e*P)oT.
n=1

k k
i) On a P* NP~ =H. Donc @ g, C X* via z +— e*@o* et (07)" =2 P g,.
n=1 n=1
iii) L’espace M est isomorphe ¢ (X x X ™) i.e H est le stabilisateur du point de base
(ot,07).
Démonstration.

i) On a 2Ty si et seulement si gP~T¢g' Pt ie il existe v € G tel que gP~ = yP~
et ¢ Pt = vP* ie il existe pt € Pt tel que gP~ = ¢p"™ P~ et donc x et y sont
k

transverses si et seulement s'il existe z € @ g, tel que x = ¢'e*® P~

n=1
ii) On a clairement H C P* N P~. Réciproquement, si ¢ € PT N P~, alors he®® =
k k
h'e*dW) avec (h,h') € H, et 2 € @ gn, ¥ € € g_n. Donc g stabilise la graduation
n=1 n=1

de g et ainsiz =0=y. Doncge H. Dot H=PTNP".
Soit # = go™ € X*. On a 2To™ si g € Pt ie a2 = e2®hot = 2ot donc
I’application

k
Dg. — (o) cXt
n=1

d(z) ,+

r — ey

k
est bien définie et surjective. Par ailleurs, si e2®@o* = e2dWo* pour (z,y) € P gn
n=1
alors e~ 2dWe2d@) ¢ p+ N P~ = H donc e 2Werd®) = 1 et alors z = y. D’ou
k
(07)" = @D gn.
n=1
iii) Soit ¢ € G. Par définition, les éléments got et go™ sont transverses; en outre, on
a Hot = o™ et Ho~ = o~ donc l'application gH — g(o™,07) est bien définie. Par

ailleurs, si g(o™,07) = ¢'(o*,07) alors ¢"'g € PPN P~ = H et donc g € ¢H

donc I'application est aussi injective. Finalement, soit (go*,¢g'0o7) € (XT x X7)T.
k

On a ¢"'g € P' donc il existe z € € g, tel que go™ = g
n=1

g'e@ (o 07) = (ge*@oT ¢'erd® ™) = (got, g'o7). Et ainsi M = (X+ x X7)T.

'e2d(@) ot Donc, on a
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En utilisant la terminologie introduite par W. Bertram et H. Lowe dans [BLOS|,
(X, X7, T) est une géométrie de paires linéaires.

I1.3 Réalisation géométrique de la géométrie de dra-
peaux

Reprenons le cas ou G = GL,(C) et P est le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures. On a déja vu que G/ P™ est 'ensemble des drapeaux complets de C".
Si au contraire, on considere le cas ou g est 3-graduée, cette fois on a

Pt {( N ) A€ M,(C),BeM,, ,(C)e an(C)}
et G/P7 est 'ensemble des sous-espaces de C" de dimension p i.e X~ = Gras,(C") et
alors Xt = G/P~ = Gras,—,(C"). Dans ce cas, deux sous-espaces E et F'de Xt et X~
sont transverses si £ @® F' = C". On obtient donc une réalisation géométrique des espaces
X™T et X ainsi que de la relation de transversalité.

On voudrait trouver un objet se rapprochant des drapeaux pour obtenir une telle réalisation
des espaces Xt et X~ ainsi que la relation T dans le cas général. Cet objet est la notion
de filtration d’une algebre de Lie.

I1.3.1 Filtrations d’une algebre de Lie

Tout d’abord, on définit la notion de filtration d’une algebre de Lie, celle-ci n’étant
pas nécessairement graduée.

Définition I1.3.1. Une (2k + 1)-filtration de g est un drapeau de sous-espaces :
O=mp 1 CNp Cg 1 C---CngCn_g C--CN_pyg CNp =g avec [Ny, Ny] C Nypn.

Un tel drapeau sera noté n = (n, C --- C n_gy1), et Uespace des (2k + 1)-filtrations de g
sera noté F .

d(z)

SineF , alors ad (x) avec x € n; est nilpotent et donc 'automorphisme e**\*) est

bien défini. On note alors
Uln) := e .= {e2®) 3 c ny} c Aut(g)

le groupe correspondant. Puisque [n,,,n,] C n,,,, le groupe U(n) préserve la filtration
n.

Intéressons-nous a présent au lien entre filtration et graduation. Si g est (2k+ 1)-graduée,
de dérivation caractéristique D, on considere deux (2k + 1)-filtrations de g, appelées les
filtrations positive et négative associées a la graduation, et définies par

(D) =(gr CorPg-1C - Cgp®- - DgoC - CPp®- B Pops1)
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etn (D)= (g-sCg4x®gpt1 C - COp D DgC - Cgp® - D®gr1)

Une (2k + 1)-filtration n de g est dite intérieure si n = n*(ad (F)), avec E € g. L’espace
des (2k + 1)-filtrations intérieures de g sera noté F.

Nous avons & présent I'objet de base pour la réalisation géométrique des espaces X et
X 7. 1l faut maintenant définir une relation de transversalité entre deux filtrations.

11.3.2 Transversalité de deux filtrations

Définition I1.3.2. Soit (m,n) deux (2k + 1)-filtrations de g. On dit que m et n sont
transverses si pour —k+1<n <k,onag=mn,®m_,,;. Dans ce cas, on notera mTn.

Par construction, les filtrations associées & une dérivation D, n™(D) et n~ (D) sont
transverses. Réciproquement, on va montrer que deux filtrations transverses proviennent
d’une dérivation ou, de maniere équivalente, d’une graduation.

Théoréme 11.3.1. Soit g une algébre de Lie (2k + 1)-graduée. Alors on a :
i) Soit nt(ad (E)) € F. Alors e ™ME = E 4+ n,.
ii) Soit m,n € F. Alors mTn si et seulement s’il existe E € g tel que n = n*(ad (E))
etm=n"(ad (F)).
iii) Soitn € F. Alors e*(™) qagit simplement transitivement sur n' ;= {m € F, mTn}.
Démonstration.

i) On a de maniere évidente e*{™E C E + n,.
Montrons l'inclusion inverse; soit X € n;. Montrons par récurrence que pour tout
ne{3,...,k+1}, il existe Y™ € ny tel que

P = E+ X 4+ R"ou R" € n,,.
Sin=k+1, alors nj,; =0, donc R¥*' = 0 et par suite ) E — B + X.

k
Par définition, X € n; donc X = > X;, avec X; € g;. On pose
i=1

k

1
3._ 1y
Y3 = ; =X
Alors on a .
NE=E+ Y B+ % ad (Y®) E.
=27
Foq ‘
Donc () = B + X + R3, avec R® := Z = ad (Y?’)] E € n;.
=2

A présent, soit n € {3,...,k} tel qu'il existe Y™ € n; avec eV E = F+ X + R"

k
et R™ € n,. Comme R" € n,, on peut écrire R" = Z R, ou R} € g;. Soit
=n
1
Y™ =Y" 4+ —R' € n,.
n
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ii)

iii)

" 1\
Alors,ona 0" E = po Y™ E]+ E]+ Z — ad (Y” + —RZ) E
n

— E+[Y"E R”+Z—ad Y"Y E + R"
= MYE - Rr+ .
— 1 —
Le premier terme dans R est {Y", [—RZ, EH = —[Y", R}'] € n,4y donc R € n,,44.
n
d(yn w B
Dou 0" E = E+X+ S R+ R
i=n+1
k —
= E+ X+ R"! avec R"™':= > R+ R"€n,.
i=n+1

Finalement, il existe Y := Y**1 € n; tel que dY)E = E4+X. Donc E+ny C e p
et par suite 2™ E = E 4+ n;.

On a déja remarqué que n'(ad (£)) et n~(ad (F)) sont transverses. Pour montrer
la réciproque, supposons que mTn. Puisque n est intérieure, il existe £’ € g tel que

n =n"(ad(E')). Soit g = @g,, la (2k + 1)-graduation de g associée a ad (E’). On
k
a donc n; = @ g,. Comme mTn, on a g = n; & my donc il existe Z' € ny tel que

n=1

E'— 7' € my. Donc, par i), il existe Z € n; tel que e*d? E' = B/ — Z'. Soit & présent
E:=e¢DE = F — 7' ¢ m,.

Montrons que n = n'(ad (E)) et m = n~(ad (E)).
Puisque Z € ny, on a

nt(ad (B)) = nt(ad (e*PE)) = M@t (ad (E)) = *@n = n.

Donc n est la filtration positive associée a ad (£).
Par ailleurs, £ € my, donc la filtration m est ad (E)-stable. En outre, n = n*(ad (E))
est aussi ad (E)-stable. Donc, comme mTn, onag = n_;6&my, et cette décomposition
est ad (E)-stable. Comme n_j;; = Ker(ad (E) —k1d)&---®Ker(ad (E)+ (k—1)1d),
on a

my, = Ker(ad (E) + k1d) i.e mp = (n” (ad (F)) ).

De maniére analogue, on a que m_,,, 1 est un supplémentaire ad (E)-stable de n,,, donc
comme n, = Ker(ad (F) — kId) @ --- @ Ker(ad (F) — n1d) est aussi ad (E)-stable, il
s’en suit que m_,,1 = (n”(ad (F)))_pt1. Donc m = n~(ad (£)) et finalement, m et
n sont bien les filtrations associées a ad (E).

Puisque n € F, il existe E’ € g tel que n = n*(ad (E')) et alors n™(ad (E’)) € n'

Soit m € n'. Par ii), il existe Z € ny tel que n =n*(ad (F)) et m = n~(ad (E)) avec

E = @ E ¢ my. Donc m = 2@ n~(ad (E')) et alors (™) agit transitivement
T

sur n'.

o7



Cette action est également simple car si B et E = @ E' = E' — 7', avec
(Z,7") € ny, ont les mémes filtrations associées :

nt(ad (F)) =n"(ad (E")) et n(ad (E)) = n~ (ad (E")),
alors ad (E) = ad (E') i.e ad (Z') = 0. Or si g = dg, est la (2k + 1)-graduation de g
k
associée a ad (E'), on peut écrire Z' = > 7! ou Z! € g, = Ker(ad (E') — nld) et
n=1

k
alors 0 = ad (Z') E' = — ) nZ],, donc pour tout n € {1,...,k}, Z, =0ie Z' =0
n=1
et par suite £ = F'.
0

Ce résultat est une généralisation au cas des algebres de Lie de celui de W. Bertram
et H. Léwe dans [BLOS], ou ils considerent les filtrations d'un K-module, définissent une
relation de transversalité pour ces filtrations, analogue a celle présentée ici et montrent
que deux filtrations transverses proviennent d’une graduation.

On peut a présent caractériser deux dérivations intérieures ayant les mémes filtrations
positives associées :

Corollaire I1.3.1. Soit Dy = ad (E}) et Dy = ad (Es) deux dérivations intérieures. Pour
n € {—k,...,k}, on note g, == {X € g, [E,X] = nX} la graduation de g associée a
D;y. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) By et Ey ont les mémes filtrations positives associées i.e n*(ad (E7)) = n'(ad (Ey)).

k
i) 1l eviste v € @ g, tel que Dy = V) Dje~2dW),
n=1

k
iii) On a Dy — Dy € ad (@gn>

n=1
Démonstration.

i)=-i) Les filtrations n~(ad (E2)) et n*(ad (Ey)) = n*(ad (E})) sont transverses donc
n~(ad (E;)) € n*(ad(F;))" et alors par la partie iii) du théoréme I1.3.1, il existe un

k
élément v € @ g, tel que By = e E. Donc Dy = 2d(") Dy e 2d(®),
n=1

k
ii)=1) Siv € @ g, alors €2 € U*(ad (E})) et puisque Dy = ) Dye=2d®) on a
n=1

Ey = ¢*™E;. Donc n'(ad (E,)) = n*(ad (e E;)) = e®n*(ad (Ey)) = nt(ad (E))
car e € U*(ad (Ey)).

k
ii)=iii) Si Dy = e D1e7 2 avec v € @ g, alors Dy = ad (ead(”)El), mais par

n=1

k k
le point i) du théoreme 11.3.1, e E, € B, + @ g,,. Donc D, € ad (E1 + &P gn> ie
1

n=1 n=

k k
Dy € Dy +ad (@gn) D’ou Dy — Dy € ad (@gn)
n=1 n=1
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k k
iii)=-ii) On suppose que Dy — D; € ad (@ gn). Alors il existe z € € g, tel que
n=1 n=1
k
Dy = Dy +ad(z) = ad (E; + z). Par la partie i) du théoreme 11.3.1, il existe v € € g,
n=1
tel que By + z = ™ E; et donc Dy = ad (e*WE;) = e*(®) Dye=2d), O

On peut ensuite utiliser la forme matricielle des automorphismes de g pour donner
une caractérisation du fait que deux filtrations sont transverses.

Corollaire 11.3.2. Soit D = ad(E) € G. On considére la graduation de g associée a

D et (nT,n7) = (n"(D),n" (D)), les filtrations associées. Soit g € Aut(g). Alors sont
équivalents :

i) Les filtrations n* and gn~ sont tranverses.
( J—k—k € GL(g-x)

( 9—k4+1,—k+1 G—k+1,k ) € GL(g_xr D g_ri1)
9—k,~k+1  G—k—k

g-1,-1 -+ G-1,-k
: : : € GL(g_r® - Dg_1)
9-k—-1 -+ G-k—k
i)
(g_l)k,k (g_l)k,l
: : € GL(gr® - D m)
(g - (9_1)1,1

(97, | (0 ks
( (gil)kfik (971);:;_1 ) € GL(gr © gr-1)

L (g_l)k,k € GL(gx)

Démonstration.
i) est équivalent a1’) g =g(g_rx ® -+ B G—ktn) B G—ktnt1 D -+ - B g pour tout
n €{0,...,2k — 1} et donc a

( g(g—k) est un supplémentaire de gy @&+ D g g1
9(g_k D g_ry1) est un supplémentaire de g D - D g_gio

g(g_r @ ...g-1) est un supplémentaire de gr B --- D go

g g ®---Dg1) est un supplémentaire de g _, @ - D go

g gL ®gr_1) est un supplémentaire de g D - D gr_o

L g (ar) est un supplémentaire de g_, & --- P gp_1
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et ii) est équivalent & i”).
[

A présent, par la partie ii) du théoreme I1.3.1, on peut identifier une graduation
intérieure D = ad (E) € G et les filtrations intérieures associées (m,n) = (n*(D),n"(D)).
Donc on peut noter G(m,n) le groupe G(D), et de maniere analogue pour H(D) et
P*(D). En outre, par le point iii) du théoréme I1.3.1, le groupe e2(™) agit simplement
transitivement sur m' donc le groupe G(m, n) ne dépend pas de n, la filtration transverse &
m choisie. Donc on peut écrire G(m) := G(m,n), o n est une (2k+ 1)-filtration transverse
a m quelconque. De méme, UT(m) = U"(m,n) est indépendant de n, mais les groupes
U~ (m,n) et P~(m,n) dépendent, pour leur part, de n.

Nous sommes a présent en moyen de faire le lien entre la géométrie de drapeaux généralisée
d’une algebre de Lie graduée g, définie plus tot et 'espaces des filtrations de g et montrer
que les deux relations de transversalité définies sur ces deux objets sont compatibles.

I1.3.3 Lien entre géométrie de drapeaux et filtrations

Soit g une algebre de Lie (2k + 1)-graduée, avec D := ad (F) € G sa dérivation ca-
ractéristique. Soit (n™,n7) := (n"(D),n" (D)) les filtrations positive et négative associées
a D. Rappelons les définitions de la géométrie de drapeaux généralisée de g :

X*:=G/PTF, M :=G/H.

Le point de base (P~, P*) dans X x X~ est noté (o™, 07). Enfin,

k k
nf = @gn et ny :@g_n.
n=1 n=1

Théoreme I1.3.2. Avec les notations ci-dessus, on a :

i) Les orbites de D, respectivement de n*, sous l'action de G sont isomorphes a M,
respectivement a XT i.e

H={gecG, g ,n)=m"n)} e PF={gcd, gnt=n*}.
En outre, on a PN P~ =H, PAPNUT = {1}, et
P*={g€G, gDg' —~Dead(ni)} ={g€G, gE~E € Z(g) +ni},

ot Z(g) est le centre de g.

i) Si on identifie X* avec les orbites correspondantes dans F, alors
GN(XTx X)) =M.

i) Pour tout m € X~, on am' C XT. En particulier, n] est identifié avec (0™)" wvia
v i— 2ot donc on peut identifier espace ny et son image dans X .
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w) On considére l'ensemble QT := {g € G, g.ot € nf}. Alors Uapplication
nf x Hxny — Q) (v, h,w) — 4@ perd®)
est une bijection.

Démonstration.

i) Un élément g € G stabilise (n™,n7) si et seulement si g stabilise la graduation
de g i.e g commute avec la dérivation caractéristique i.e ¢ € H. Donc on a bien
H={gedG, g(nt,n")=mn"n")}

Les groupes UT and H stabilisent n™ donc P* stabilise n. Réciproquement, si g € G
est tel que gnt = nt alors g.n~ est transverse & g.n™ = n™ donc il existe v € nf
tel que g.n~ = €24 n=. Donc h := e~ 2 g stabilise nt et n~ donc h € H et alors
g = e*Wh € Pt De méme pour P,

Donc Pt N P~ est le stabilisateur de (n*,n7) i.e H.

Par ailleurs, si ¢ € Pt NU~, alors g = ¢*®) avec v € ny. Or par le point iii) du
théoreme I1.3.1, Papplication v — €3 nt est injective et g.nt = nt donc v = 0, et
par suite g = 1.

Enfin, g.n™ = n* si et seulement si D et gDg~! ont la méme filtration positive
associée, si et seulement si gDg ™' € ad (nf) par le corollaire I1.3.1. De méme pour
P~

1

ii) On a clairement G.(n*,n~) € GN(X*xX ") donc M C GN(X*xX ). Réciproquement,
soit (m,n) € GN (X* x X7). Comme m € X, il existe g € G tel que m = g.n™.
Donc g }(m,n) = (nT,g71 - n) € GN (X x X7) et alors, il existe v € n] tel que
g~ '.n = 2™ n~ par la partie iii) du théoreme I11.3.1.

D'ott (m,n) = g.(n", e n7) = ged® (n* n7) € G.(nF,n7).

iii) Soit m € X~. On am = g.n~ pour g € G. Dong, par le point iii) du théoreme 11.3.1,
m' C X*. En particulier, o~ € X~ et (07)" = e2d(nf) ot

iv) Soit (v, h,w) € nj x Hxny. Alors g := 2 herd®) ¢ U+ P~ donc g.o € n] et donc
I'application est bien définie. A présent, on suppose g € Q7 et soit v := g.o™ € n].
Alors e~ g 0T = 0T, Donc par le point i), on a p := e~ 2"g € P~ = HU~ donc
e 2 g = herd®) avec w € ny. Donc g = €24 he2d(®) et par suite, application est

surjective.

Ensuite, si g = e erd(@1) = gad(v2) p,ead(w2) glorg g~ 2d(v2) gad(vi) = pead(wz) o= ad(un)
e;; e};

Or pari), P*NP~ = H donc v; = vs. De maniére analogue, w; = wy et donc hy = hs.

D’ou 'application est aussi injective. Finalement, on a bien une bijection.

]

On remarque, grace a ce théoreme que les deux définitions de transversalité, définies
sur X x X~ et sur les filtrations transverses, sont compatibles. Plus précisément, on a
une injection

Xt x X —FxF,

G-équivariante et compatible avec les relations de transversalité.
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Définissons a présent des opérateurs qui joueront un role central dans la suite de ce
travail.

Définition I1.3.3. Pour = € nf et g € Aut(g), on définit les dénominateurs et co-
dénominateurs de g, pour 1 <7 < k par :

dg(x)l = pry+o (6_ ad(x)g—l) Olnt € End(nj_) et Cg(x)i = pr,-©° (gead(l’)) Oly- € End(ni_>7

ou pr.+ est la projection de g sur nf et ¢+ est I'inclusion de nf dans g. Alors, pour tout
1 <i <k, les applications

dy:nf — End(n}), z— dy(z); et ¢y : nf — End(n;), z — cy(x);

sont des applications polynomiales.
Siz e nf et w € n, on définit également pour 1 <7 <k,

BT (z,w); := dosaw) (z); et B~ (w,1); := Conatw) (T);.
Ces opérateurs sont appelés les opérateurs de Bergman généralisés.

Ils peuvent en effet étre vus comme une généralisation de 'opérateur de Bergman
dans une paire de Jordan [Loo75]. Plus précisément, si g = TKK(V ",V ™), on a juste
Bt (z,w) = doaw (x) et B™(w,2) = Caaw)(x) et ces deux opérateurs sont bien des
opérateurs de Bergman de la paire de Jordan (VF,V~) [BNO4].

On a alors, en utilisant les dénominateurs et co-dénominateurs la caractérisation sui-
vante :

Corollaire 11.3.3. Soit v € n] et g € Aut(g). Alors les points suivants sont équivalents :
i) On a g-x €nj ieles filtrations n™ et ge*® n~ sont transverses.
i) Pour touti € {1,...,k}, dy(x); et cy(x); sont inversibles.

Démonstration.
11 suffit d’appliquer le corollaire 11.3.2 & ge*d®) ¢ Aut(g). O

En particulier, avec les notations du théoreme 11.3.2, on a
O ={ge G, Vie{l,....k}, dy(oT); et ¢,(0F); sont inversibles}.

Nous avons donc réussi a définir un objet géométrique, la géométrie de drapeaux généralisée,
associé a une algebre de Lie (2k + 1)-graduée, qui “généralise” les variétés de drapeaux
sur R et C. Cet objet généralise également la géométrie projective généralisée associée a
une algebre de Lie 3-graduée. Nous pouvons donc a présent “actualiser” le diagramme de
Iintroduction :

//4%\

{ Algebres de Lie Quel est Géométries de
(

2k + 1)-graduées I’objet infinitésimal ? drapeaux généralisée
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II.4 Réalisation de g comme espace de champs poly-
nomiaux

On continue d’utiliser les notations introduites précédemment : G pour l'espace des
(2k + 1)-graduations intérieures et F pour celui des (2k + 1)-filtrations intérieures d'une
algebre de Lie g. Dans un premier temps, nous allons introduire certains objets, purement
algébriques mais en empruntant le vocabulaire de la géométrie différentielle ; principale-
ment, nous allons définir des “fibrés” sur F et certaines de leurs sections. Ensuite, nous
fixerons une dérivation D € G, ce qui nous permettra de considérer la géométrie de dra-
peaux généralisée associée et nous construirons une réalisation de g comme espace de

k
champs polynomiaux sur n = @ g,. Enfin nous utiliserons le fait que nj € X* (par
n=1
le théoreme 11.3.2) pour “trivialiser” I’action du groupe projectif élémentaire G sur X+
dans le “domaine de carte” ny.

I1.4.1 Fibré tangent et fibré de structure

Dans le chapitre suivant, nous allons, a ’aide d'un calcul différentiel défini sur un
anneau toplogique (voir I'annexe C), construire sur X et X ~, les espaces de la géométrie
de drapeaux généralisée associée a g, une structure de variété différentielle (théoreme
IV.1.1). C’est pourquoi, nous allons dans la suite utiliser le terme de “fibré” méme si
pour l'instant, nous n’avons que des structures purement algébriques. Nous montrerons
plus tard que les objets introduits ici sont bien des fibrés différentiels sur X+ et X .

Définition II.4.1. Pour une (2k + 1)-filtration n = (ny C np_y C -+ C N_gyq), €t
1 <1 <k, on définit les K-modules suivants :

Trsl)f = g/n,iﬂ, T/(l)F: n;.

n

On note TLF = T,El)]-" =g/ng et T} F = T,i(l)}" = ny, que nous appellerons 1’espace
tangent de F en n et I'espace structural de F en n, en suivant la terminologie de [BNO4].
Sin = n(ad(E)) est la filtration négative associée a un opérateur d’Euler E, alors

N1 =gk D Dgi1etn =g @ - B gy, et donc T:Ei)]: 29 D---Dyg; et
TWF=g,0 - ®g.
On définit également

TOF = | JTOF et TOF = | TOF,
neF neF

ou I'union est disjointe, donc on peut définir les projections suivantes :

A TOF L F e #®. TOF L F
YeTWF — n ceTF — n

On pose également TF = TOF et T'"F = T"DF et on appelle ces espaces le fibré
tangent de F et le fibré structural ou fibré de structure de F.
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Intéressons-nous a présent aux liens entre T,Si)}" et T,',(i)}" dans le cas ou g est semi-
simple et de dimension finie.

Lemme I1.4.1. Si g est semi-simple et de dimension finie sur R ou C, alors pour tout
neF, etl1<i<k, ona (Ty)]_-) &~ 70

Démonstration.

Soit n € F. Comme n est une filtration intérieure, elle provient d’une graduation
g=0gxD - Dgy. Siz € g; et y € g;, alors ad (z) ad (y) (@) C Gitjri- Or giNGirjr = {0}
sii47 # 0 donc si on choisit une base de chaque g, on obtient une base de g dans laquelle
la matrice de ad (z) ad (y) n’a que des zéros sur la diagonale et donc la forme de Killing
B(z,y) = Trad (z)ad (y) = 0. On peut donc considérer B : n; X g/n_; 1 — R, qui est

non-dégénérée car g est semi-simple et ainsi on a bien (T ]Ei)]: ) > Té(i)]: . O

Ainsi, dans le cas particulier ou g est semi-simple et de dimension finie sur R ou C,
les fibrés T'®F sont les fibrés duaux des TWF ie T'OF = (T(i)]-")*. En particulier, le
fibré de structure T"F est le fibré cotangent (TF)".

Le groupe Aut(g) agit sur G et F et alors pour g € Aut(g), on définit les applications
linéaires suivantes :

g  TOF - OF . T TOF - THF
Y modn_;;; — g¢gY modgn_; g Y —  gY

et si on définit les applications T(®g et 7" g de la maniere suivante :

TWg : TOF — TOF et
Y mod n_;;1 € Tlsl)f — gY mod gn_;y1 € Tg(zlz./f

T - T'OF — Tg,,i)]: ,
YeTlF — gveTQr

alors on a T (goh) =TWgo TWh et T'V(go h) = T'Vgo T'Oh.

A présent, fixons une dérivation D € G et définissons X+ C F comme précédemment ;
on peut alors définir les espaces T\ X+, Ti) X+ et également les fibrés TO) X+ et T/0) X+,
Nous allons a présent montrer que ces fibrés peuvent étre vus, toujours dans un sens
purement algébrique, comme des “fibrés associés” aux représentations de P~ données
par les dénominateurs en 0, d,(0); et les co-dénominateurs en 0, ¢,(0);. Pour cela, on va
considérer o~ =nt(D) € X~ et 0" =n~ (D) € X, les points de base de X~ et X*. On
note également n :=g,®---dgr=n"(D);etn; =g ;B ---Dg=n (D),

On rappelle la définition 11.3.3 des dénominateurs et co-dénominateurs : pour = € n; et
g € Aut(g), on a

ad(x)

dy(z); =prg+oe” g lo Lyt et cy(z); = pr,- o gead(“) oL~
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Alors dy(z); € End(n}) et ¢y(z); € End(n;).

En particulier, pour ¢ = p € P~ et z = 0, on obtient d,(0); € End(n]) et ¢,(0); €
End(n; ). Mais comme p € P~, p.o™ = 0" et donc par le corollaire I1.3.3, d,(0); et ¢,(0);
sont inversibles, si bien qu’on obtient

P~ — GL(nj) et P~ — GL(n;)
p = dy(0); p = 0)

Lemme I1.4.2. Les applications p; : P~

sont des morphismes de groupes.
Démonstration.

Soit p1,pa € P~. On a d,,,,(0); = pr+ opy 'py ! o1+ mais po € P~ donc pr+ op, ' =
DLyt 0Py o prys et donc dp,p, (0)i = Pryr 0 pyt 0 pryr o py ity = dpy(0)idy, (0);. Dot

Ay, ps (0>;1 - dp1<0);1dp2 (0);1'
Par ailleurs, on a directement que ¢, ,,(0); = ¢, (0);cp,(0);. O

Concentrons-nous & présent sur p;”. On considere
G xp-nf =G xnf/~,
olt (g,2:) ~ (gp, p; (p)~'a;) pour g € G, € nj et p € P~

Théoréme I1.4.1. Pour 1 <i <k, on a TOXT = G xp-n} i il existe une bijection
G-équivariante entre TO X et G xp- n}".

Démonstration.
On considere ’application suivante :

@ Gxp-nf — TOXT

()

lg,z:] — <To(i)g> r; = gr; mod g(l‘l:i“)

Regardons tout d’abord si ¢ est bien définie. Si on choisit (gp, pj (p)~'z;), un autre

représentant de [g, i), on a (T(gp) ) (o () 25) = (090 TVp) dy(0);a. O

TWp: TWX+=nr — TUXt =t
v = (Prer op)T;

Autrement dit, T(f?p = d,(0);" et par suite (Té? (gp)) o (p) ey = (T(S?g) ;. Donc ¢
est bien définie.

Soit m € X+. Alors il existe g € G tel que m = g.o™. Soit z € TP X+ = g/m_;1.
Onaglze TO(?XJr ~ nt+ Donc ¢ ([g,g7'2]) = 2 € TV X+ donc ¢ est surjective.
Soit (g1, g2, 1, T2) tels que (T(fi)m) T = (To(i)gz) T3

Tout d’abord, on a g;.0" = go.07 i.e gy 'gr.0" = oF donc g;'gy = p € P~ ie go = q1p.
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Et alors ( ) = <T(i)gl oTi?p) Ty = (To(i)gl) d,(0); 'z5. Donc on peut écrire
z; — dy(0); 2y € Ker (T(Bg1> Mais si z € n; appartient au noyau de To(?gl, on a
gz € g(nZ,,;) iex € n’, 4 donc z € nj NnZ, ; = {0} donc dans notre cas, on obtient
71 = dp(0); 2y i.e 29 = d,(0);21, donc (g1, 71) ~ (g2, 72) et par suite @ est injective.

Enfin, o0 (¢'- [g.21)) = ¢ (lg'9.2:)) = (T0eg o Tg) 2 = (T0:9') - 0 (lg. ).
Donc ¢ est G-équivariante. Finalement, on a bien que TWX* et G x p- nj sont iso-
morphes en tant que G-fibrés. O]

Lorsqu’'une structure de variété différentielle aura été construite sur X, alors la
représentation pi” sera en fait la représentation d’isotropie, autrement dit d,(0);" sera la
différentielle de p en 0. Cela justifie le nom de fibré tangent pour TX+ = G xp- nf.

On a évidemment, de maniere analogue le résultat suivant :

Théoréme I1.4.2. Pour 1 <i<k, on a T'"VX*+ 2 G xp-n;.

Ces deux derniers résultats restent bien sur valables si on remplace X+ par X~ et P~
par PT.

On peut a présent s’intéresser a des sections éventuelles de ces différents fibrés. 11 est
assez facile d’en construire pour les T F. En effet,

Définition 11.4.2. SiY € get n € F, alors pour 1 <i < k, on définit
V=Y mod n_;;; € TWF.
On obtient ainsi des applications

YO . F - TOF
n — Yn(i)

Lemme I1.4.3. Les Y® définissent des sections de T F.

Démonstration. B B
Par définition, on a 70 o Y@ (n) = 7 (Y mod n_; 1) = n. Donc 7@ oY =1dx. O

Définition I1.4.3. En particulier, pour ¢t = 1, Y}, := Yn(l) est appelé la valeur de Y en n,
et 'application
Y: F — TF
n — Y,

définit un champ de vecteurs sur F, qu’on appellera champ conforme.

On peut alors munir 'ensemble des champs conformes d'un crochet de Lie en posant
que 'application Y — Y est un homomorphisme. On obtient ainsi une structure d’algebre
de Lie sur les champs conformes. Dans I’annexe B, nous définirons un autre crochet de Lie
sur les champs conformes (comme vecteurs du fibré tangent TX 1) et on se demandera si
Y — Y est toujours un homomorphisme.
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I1.4.2 Le noyau canonique

Soit (m,n) € F. Alors les espaces T, F et Ti F sont des K-modules filtrés de la maniere
suivante :

T F=TVF = 1TPF = ... = TYFr o . & TWFE o
wr o TVFE o o T o TVF=TLF

Or pour 1 <i <k, Trléi)}" est un sous-espace de g donc d’apres ce qui précéde, il définit
des sections de T F, si bien qu’on peut définir les applications K-linéaires suivantes :

Définition 11.4.4.

Kin: TWF=mg — TVF=g/n
Y — Y = Ymod n_;,,

On obtient alors le diagramme suivant ou les applications Kr(,lzn relient les deux dia-
grammes précédents :

TF = my o= o/noe = TV F

n,m

Définition I1.4.5. La collection des applications (Kéi)n, KSL)? (m,n) € F x F, et

1 <1 < k est appelée noyau canonique.

Dans la suite, nous allons voir que K@ : (m,n) K,(fzn définit une section d’un certain
fibré sur F x F. Pour cela, on définit

Hom® (T'F.7F) = | Homg (T F, 10 F)

mneF
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ou l'union est disjointe, et également la projection
e . Hom (T"F, TF) — FxF
Pam € Homy (T O F, T“)f) —  (m,n)

Alors par définition, K,(fzn € Hom (Té@f , T.Si)]: ) donc on obtient

KO : FxF — Hom (T'"F,TF) et 1?0 KO =1ds,r
(m,n) — K,(f,)n

Hom® (T"F, TF)
Donc K@ est une section du fibré i
FxF

Dans le cas ou g est semi-simple et de dimension finie sur R ou C, on a remarqué que

T,ﬁfi)}" = (T,S?F) donc dans ce cas, on a

(i) N . .
Hom (T'F,TF) = (T"VF) RTOF =TOFRTOF.

Autrement dit, Hom® (T"F, TF) est un fibré au dessus de F x F et pour tout (m n) € F,

la fibre au dessus de (m,n), notée Hom (T"F, T F) est isomorphe a TWF @ T ).7:
Dans le cas général, on a le résultat suivant :

(m,n)>

Théoreme I1.4.3. i) KO est une section G-équivariante de Hom™ (T'F, TF).

ii) Soit (m,n) € F x F. On amTn si et seulement si pour tout i, les applications K](T?n
et K,(f‘)n sont des isomorphismes.

Démonstration.
i) G agit sur Hom® (T'"F,TF) de la maniere suivante : si g € G, ¢ € Hom ( ﬁi)}", Té“f),
g-p = T,Si)g oo (T,ﬁ@g) . Donc g - ¢ € Hom <T;,;F,Tg?’n.7:>. On a déja vu

que K@ est une section donc il suffit de montrer qu’elle est équivariante. Soit
(mn)e FxF,geG.Ona:

K g TWF — TOF
Y €g(m) — Y modg(n_i)
Soit Y € g(m;). Il existe Z € m; tel que Y = gZ = <T,§i)g> Z et alors

Kg(%l)%g.m(gz) = gZ mod g(n_;;1)
= <T,$ g) (Z mod n_;44)

- (1) ()

. . , . —1 . )
Autrement dit, on a Ké?&,g.m = Ttsl)g o K,(f,)n o (T,ﬁ”g) =gq- Kff?n Donc K® est
G-équivariante.
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ii) Par définition, K‘(f,)n est bijective si et seulement si g = m; &n_;,; donc mTn siet

seulement si pour tout 1 <17 < k, K,gl,)n et Kﬁin sont des isomorphismes.

]

On a déja vu que X+ C F donc, comme on a considéré TOX* ¢ TOF, on peut
considérer Hom™ (7"X*, TX~) ou Hom” (I"X~,TX™"). Alors ces fibrés se réalisent
comme des fibrés associés (comme les 7 X*). En effet, on a le résultat suivant :

Théoreme 11.4.4. Pour tout i, on a

Hom™ (T"X*,TX) 2 (G x G) X(p-xp+) End(n;) et
Hom® (I'X~,TX") = (G x Q) X(p+xp-) End(n;"),

ot (GXG) X (p-xpryEnd(n; ) := (GXxG)xEnd(n; )/ ~ avec (9,9, ¢) ~ (gp~, ¢'pT, cp+ (0); 'pc,- (0):)
et (GXG)X (p+xp- End(n)) := (GXG)xEnd(n})/ ~ avec (9,9, ) ~ (gp*, ¢'p™ . dpr (0)ipd,,- (0);71).

Démonstration.
Les démonstrations se font comme celles des théoremes 11.4.1 et 11.4.2. OJ

On peut alors restreindre le noyau canonique K & X* x X7 et le voir comme une
section de Hom™ (T"X% T X 7).
Par ailleurs, si z € nf € XT et y € n C X, alors les applications K;E«’L sont données
par
KO T x- o 1 X+

) -0 CE'O+

Yy
ead(y)y — prnj (67 ad(x)ead(y)y) .

Autrement dit, K;,(;ZL = BT (x,—y); i.e KSZ, est un opérateur de Bergman généralisé.
I1.4.3 Reéalisation de g comme champs polynomiaux

A partir de maintenant, fixons une dérivation D € G de g, ce qui revient a fixer
une (2k + 1)-graduation. On peut donc considérer la géométrie de drapeaux généralisée
associée a (g, D). Dans le chapitre IV, nous allons construire une structure de variété
différentielle sur X de sorte que, localement X+ sera modelé sur 'espace

+_
N =g DD g
Ceci nous amene donc a poser la définition suivante :

Définition I1.4.6. On considere

A= {(g(nf),py), g€ G}, o, gny) —nf, g-z—x

appelé Uatlas naturel de X+. Et toujours en empruntant le vocabulaire de la géométrie
différentielle, les applications ¢, seront appelées les cartes de 'atlas A.
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Dans la partie précédente, nous avons vu que 70 X+ 2 G'x p-n; ; on va donc identifier
TWOX* et G xp-n;". On a également vu que les applications Y définissent des sections
de TWX*. Or, les sections de G x p- nj” s’identifient & la représentation de G induite par
celle de P~ et donc elles correspondent aux fonctions f : G — n; telles que pour tout
pe€ P, f(gp) =d,(0);f(g). En effet, considérons une telle fonction f. On définit alors

spr Xt - TOXT
got = (T(fi)g) flg) -

T6) X+
Alors sy est une section de i et on montre que toutes les sections sont de cette
X+
forme. En particulier, la fonction correspondant a la section Y@ est
}(,i) G — nf
g+ pre(g7'Y)

En effet, s, (g.ot) = (To(i)g) <prngr (g_lY)> i.e
Y ()
8 (g.o") = <To(i)g) (97'"Y modnZ,,;) =Y mod g (n";,,) = Y@ (g.0%).

Dans le cas particulier ot g = €*4®) avec x € n}, on identifie la restriction de Y sur
n avec la fonction

%

(3 (3

Y+ = fyi,: nf —nf
7 T N prn+ (e—ad(it)y) .

On remarque que = — y+@) (x) est polynomiale en . On obtient donc une application
g — Pol(nf),
Y — Y+@

olt Pol (n]") est I'ensemble des champs polynomiaux sur n; .
Si g est 3-graduée, on a une seule application :

- 1
v+ — v+O) Iy, (emd@)y) = prg, (Y — [z, Y]+ 5 [z, [:v,Y]]) et on retrouve les
formules de [BN04].

Si g est H-graduée, la situation se complique légerement ; tout d’abord, on obtient deux
applications :

~ 1
Yz € gy — pry, (e ™@Y) = pr, (Y — [z, Y]+ 5 [z, [z, Y]]) donc on trouve des

expressions proches de celles dans le cas ou g est 3-graduée, a savoir :
SiY € g, YT (2) =Y,
siY €g, YT (2) =0,
)= -

siY € go, VO (x) = — [a,Y],
siY eg, YT (2) =0,

~ 1
$Y € g0, V() = 5 [o,[2,Y]).
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Mais également L Ty + T3 € g2 D g2 > Py g, (e* ad(”ﬁ)Y) ie
~ 1 1 1
Y+(1)($) = prm@gg (Y - [x> Y] + 5 [33', ['T7 Y]] - 6 [33', ['T7 [iL’, Y]H + ﬂ [:U: [l’, [x> [IL’, Y]H]) et

aé(i)r; < g2, Y *(2) =,
siYeg,YTW(2)=Y —[2,Y],
siY €go, YT (2) = —[21,Y] — [22,Y] + % [z, [21, Y]],
S Y €90, V(@) = — a2, Y]+ 5 o, low, VI [, [ Y] = ¢ o o o, VI
SLY € glo, YT () = [i’ﬂla (22, Y]] — % [13717 [1, [z1, Y]] + 1
3 [2, [z, Y]] — 3 [1, [z, [z2, Y]] + 21 (1, [z, [0, [0, Y]]

I1.4.4 “Action” de G dans la carte n}

On a vu dans la partie I1.3 que dans le cas ou g = gl,,(C) est 3-graduée, alors

X~ 2 Gras,(C") et X = Gras,_,(C").

En outre, nf & M, ,, ,(C) et nf — X' par X — {( )Z—JU ) ;U € Cnp}- Dans cette
carte, I'action du groupe G = GL,,(C) est donnée par

<é g)'()gu): ( (O+DX)(Z+BX)—IU)’

v

Yo ) € Gras,(C")

si (A+BX) est inversible. Cette condition signifie que le point z = (

A B

c D > Autrement dit, le groupe projectif agit

n’est pas envoyé a l'infini par g = (

dans la carte nj” par homographies.

La suite de cette partie sera consacrée a étudier I’action du groupe GG dans le domaine de
carte nj” pour touver une expression “rationnelle” de (g - z) en fonction de g € Aut(g),
z € nf et d,(x); lorsque g-x € nf. Dans le cas ol g est 3-graduée, on trouve effectivement
une expression simple, sous forme rationnelle [BN04] :

g-x =dy(r) 'ny(x), out ny(r) est une application polynomiale quadratique en z.

Dans le cas général, I'étude est plus compliquée et nécessite de regarder chaque “co-
ordonnée” de (g - x) € nj. Lorsque nous aurons construit une structure de variété
différentielle sur X+, nous verrons qu’il existe un lien entre la différentielle d’un élément
g € Aut(g), notée dg(x) pour x € nf tel que g-x € nf et 'opérateur d,(x); défini plus
tot. Montrons tout d’abord que les d,(z); vérifient une relation proche de la relation de
cocycle vérifiée par la différentielle.

71



Proposition 11.4.1. Soit g € Aut(g), x € n tel que g -z € n}. Alors on a

G (@) = dy(a); (969), T (g ).

En outre, si x € n, et g1, g2 € Aut(g) sont tels que go - x € 0 et gigo - x € 0, alors

(s

g, g (z)i = dg, () (ead(g?z)) dyg, (g2 2); = dg L (2)id (g2 - x)fldgl (g2 - x);.

Démonstration.
Soit x € n et g € Aut(g) tel que g -z € nj. Alors d’apres le point iv) du théoréme
11.3.2, il existe p(g,z) € P~ tel que ge*d® = ¢202)p(g x) donc

plg, )t = e 2 WgTlerdlon),

et par suite, on a

(ead(g'ff)), = dg(l’)idld(g : x)z_l

(2

plg,);" = pry o p(g, x) " oty = dy(a);

car ead(g'z)|n+ = (ead(g'w))i. Donc,

i

+(3)
(g71Y)  (2) = pry (e Wg7Y) =pros (plg,2) " e VYY)

Mais comme p(g,z)~! € P~, sa matrice est triangulaire inférieure et donc

1

pry+ o p(g, @)~ = plg,2); ' o pry+

i.e pour y € g, les coordonnées dans n;” de p(g, z) 'y ne dépendent que des coordonnées
de y dans n;", donc on a

(97Y) (@) = dy(w); (*42) pryge (740 IY) = dy(); (1)), YO (g ).

(%)
Fona(go) (@) = dy(a)i (€07, prs (e 0)

(g7'v) () = dy(x)iv

A présent, si go - ¥ € nj et gig2 - * € n, on peut berire

En particulier, pour ¥ = v € n
donc

+(@2) ——— +(9)

dygo(2)iv = (9201 '0)  (2) = dg(2)i (7)) (97'0) (g2 )
dgy (); (€4, dy, (g2 - x)i0.

Donc finalement, on a dg, g, (2); = dg,(z); (e ad(g2- x)) dg, (g2 - x);. O

ous OUVOHSE\l résen rouver une expression ‘rationnelle e ’action de sur
N tt “rat lle” de l'action de G sur nf C

X . Dans le chapitre IV, cela nous permettra de montrer que sous certaines hypotheses,
le groupe U~ et a fortiori G tout entier agit sur nf de maniere C.
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Définition I1.4.7. Soit g € Aut(g) et z € n{". On pose
ng(z) := pr .+ (e ad(a’)g_lE) ,

ou F est opérateur d’Euler associé a la graduation de g, autrement dit D = ad (F). On
remarque que ny(z) = (¢g'E)  (z) et Iapplication n, : nj — nf,z — n,(x), appelée le

numérateur de g est polynomiale.

A présent, soit x € nf et g € Aut(g) tel que g - x € nf. Montrons que g - x peut
s’exprimer en fonction de d4(z); et ny(x). Rappelons que dans le cas ou g est 3-graduée,
d’apreés [BN04], on a

1

g-x=dg(z); ng(x).

Proposition 11.4.2. Soit © € nf et g € Aut(g) tel que g - x € n. Alors il existe des
applications Vs, ..., telles que pour tout 2 < n <k, 1, 1 g1 X g X - -+ X gp_1 — @ est
(n — 1)-linéaire et
1 4 1
(920 = 1y, (dy()i () — (9 7)1, (g ).

Par ailleurs, (g- )1 = pry, (dg(z)7 'ny(x)).
Autrement dit, il existe Ry (g - x) € ny tel que

[E,g - x] = dy(x); 'ng(x) + R (g - x)

et donc on peut considérer que le groupe Aut(g) agit dans la carte n] par des “applications
fractionnaires” ou “birationnelles”.

Démonstration.

Par définition, on a (¢7'E) (x) = ny(x) mais d’apres la proposition 11.4.1, on a
—~——— +(1

également (¢~ F) ( )(x) = dgy(x): (ead(g'”))1 DI+ (e=#d® E). Autrement dit
dy(a)r (407 prs () E) = n,(2)
ie (erdlon)) Pr (e7*®E) = dy(z); 'ng(x). Il nous faut donc exprimer
(¢H60), pr g (e=40)E).
Puisque g - € nj, on a Pt (e E) = e~ 240 E — F et donc
(2t pro: (- w0 ) = p— o)

Ainsi, on obtient F — 2% E = d,(x);'n,(z). Il nous reste alors & exprimer F —e2d(9%)
en fonction des coordonnées (g - ), de g - x pour obtenir le résultat souhaité. Pour cela,
considérons v € ny et écrivons v =Y _, v,, avec v, € g,. Alors, on peut écrire

k
1
E—e0E = [E7 ’U] + 5 [Ua [E,U]] +oeee= nz:lnvn + ¢n(vlv te ’Un—1)7
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ou lapplication ¥, : g1 X g2 X -+« X g,—1 — @y est (n — 1)-linéaire et représente la partie
de la coordonnée de E — e*E dans g, ne dépendant que de vy, ...,v,_1. On a par

exemple 1,19 = 0, 3(v1,v2) = %[01,02] et Yy(v1,v2,v3) = [v1,v3] + % [v1, [v1, v2]]. Done
d’apres ce qui précéde, on peut écrire

kg o) +¢r((g )1, (9 T)k-1)

3(g-2)s+ L (g- )1, (g - 2)s) = dy(2); " ny(x) -
2(9 . ZE)Q
(9 : 55)1

Donc on a bien (g- )1 = pry, (dg(x); 'ng(x)) et pour tout 2 < n <k,

(92 = (dy(); () — b (g~ D) (9 ).
0

On a donc une généralisation au cas des algebres de Lie (2k+1)-graduéees de la formule
présente dans [BN04], mais ol est apparu un terme supplémentaire dii & I'action de e23(9®)
sur nf". Dans 'annexe B, on verra que cette action joue également un réle important si
on veut réaliser g comme algebre de Lie de champs polynomiaux sur nj. Cette action,
en particulier celle du groupe G, par des applications fractionnaires sera tres importante
pour montrer dans le chapitre IV que le groupe G agit par des difféomorphismes sur X ™.
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Chapitre 111
Le cas g = Endp(V)

Nous avons déja vu dans les parties I1.2 et I1.3 que dans le cas ou g = gl,,(C) est muni
d’une graduation, la géométrie de drapeaux généralisée asociée se réalise effectivement
comme des drapeaux de sous-espaces de C™. Nous allons voir dans cette partie que ce fait
se généralise dans le cas on g = Endg(V), avec R une algebre associative unitaire sur un
anneau K commutatif tel que les entiers sont inversibles dans K et V' un module sur R
(par exemple, & droite). On va donc considérer une telle algebre R et V' un module sur
R.

III.1 Drapeaux et opérateurs d’Euler

Pour toute la suite, on fixe un entier k£ et on va s’intéresser dans ce chapitre aux
(2k + 1)-graduations de Endg(V).

Définition II1.1.1. On appelle drapeau (de longueur k) de V une suite de sous-espaces
de V :
OCECE,C-+-CE1CV,noté E=(EyC -+ C Ej_1).

On définit alors une relation de transversalité sur 'ensemble des drapeaux en posant que
deux drapeaux E et F' sont transverses si

V=FE®&F,,;, pourtout 0 <<k —1.

On notera D l’ensemble des drapeaux admettant un drapeau transverse, ainsi que
(Dx D) := {(E,F) € Dx D,ETF} 'ensemble des drapeaux transverses et si £ € F,
on note ET := {F € D, ETF}, 'ensemble des drapeaux transverses a F.

On va a présent considérer un ensemble d’endomorphismes de V' qui vont jouer le role
d’opérateurs d’Euler pour g = Endg(V'). Pour cela, il faut différencier les cas ou k est
pair ou impair. On va supposer que k = 2n est pair. Alors on considere

P = {p € Endr(V), pp—-1(p+1)...(p —n)(p+n) =0}

Dans le cas ou k = 2n + 1 est impair, il faut considérer

P:={p€Endg(V), pl(p—1)(p+1)...(p —n) =0}

75



Dans la suite, on va supposer que £ = 2n mais ’autre cas se traite de maniere totalement
analogue.
Pour p € P, on définit les drapeaux suivants :

dt(p) = (Ker(p—n)CKer(p—n)@®Ker(p—n+1)C---CKer(p—n)®---@Ker(p+n—1)
d (p) = (Ker(p+n)CKer(p+n)dKer(p+n—-1)C---CKer(p+n)d---@&Ker(p—n+1)

Alors les deux drapeaux d*(p) et d~(p) sont transverses. On montrera dans la suite que
deux drapeaux transverses proviennent d’un tel endomorphisme p € P. On considere a
présent g = Endg(V), muni du crochet usuel [A, B] = AB — BA. Le crochet n’est en
général pas R bilinéaire (car R n’est pas nécessairement commutative) mais comme K est
un anneau commutatif, g est une K-algebre de Lie. Par ailleurs, si p € P, ad (p) définit
une dérivation de g et si on écrit

V=Ker(p—nld)@®---®dKer(p+nld) =V, ®---dV_,,
la décomposition de V' en espaces propres de p, alors p est représenté par la matrice
n
n—1 0
0 —n+1
-n

qui définit une dérivation de g, ad (p) € G dont la (2k 4 1)-graduation associée est la
sulvante :

(/0 ... ... 0 Ay )
: 0
or = VA, € Homp(V_,, V,) ¢,
\ O O Vs
([ A, 0 0 )
0 An—l
go = : JA; € Endg(Vi) ¢,
: A—n—i—l 0
L 0 e 0 A, )
( 0 o 0 )
gk = - 7An,—n S HomR(Vna V—n) ;.
0 o
L Ay 0 .. .00 J
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On obtient alors une application de P dans G, I'espace des (2k+1)-graduations intérieures
de g:

ep: P —

p >

ad (p)

II1.2 Lien avec les filtrations

Par ailleurs, a un drapeau E = (Ey C --- C Ej_1) € D, on associe une (2k + 1)-
filtration de g, notée ng, en posant :

(0 ={X €9, XV CE,XE=0Y0<j<k—1},
n ={Xeg XVCE,XE,_) CE,XE;=0V0<j<k-—2}
nk—i:{Xeg,XVCEZ‘,XEk_l CEi—la"-aXEk—iCanXEjZO,VOSjSk}—i—l}’

111:{XGQ,XEjCEj_l,VOSjSk},
UOZ{XGQ,XEjCEj,VOSjSk—l},

\ -k = {X € g,XE[) C Ekfl}.
On obtient ainsi une application de D dans F, 'ensemble des (2k+1)-filtrations intérieures
de g :

Yp : D — ",E'
E - ng

On a alors le diagramme commutatif suivant :

P C DxD.
<P7Jl l%"D
G Cc FxF

On remarque que ce diagramme est aussi invariant sous l'action du groupe GLg(V').
Si £ € D est un drapeau de V, alors les éléments X € ny(= (ng),) sont nilpotents
d’indice k + 1 et donc eX est un polynéome en X de degré au plus k. On pose alors

Ug = {eX,X € nl}.
Soit F' € ET. On considere également
Up:={e",Y € (np),} et G(E,F) =< Ug,Ur >C GLg(V).
On pose enfin
Pp:={9€G(E,F),gE =FE} Pr:={9g€ G(E,F),gF =F}et HE,F)= PgN Pp.

Alors le but de la suite de cette partie est de montrer tout d’abord qu’il existe p € P tel
que E =d*(p) et ' =d (p), et ensuite que

G(E,F)/Py = G(E, F).E — G(ad (p))ng = G(ad (p))/P* = X~

est bijective. Autrement dit, la géométrie de drapeaux généralisée associée a la (2k + 1)-
graduation de g donnée par ad (p) se réalise comme un ensemble de drapeaux de V.
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I1I.3 Reéalisation de la géométrie de drapeaux généralisée

On a tout d’abord la proposition suivante :

Proposition II1.3.1.

i) Soit (E,F) € DxD. Alors ETF si et seulement s’il existe p € P tel que E = d*(p)
et F=d (p).

ii) Soit E € D. Alors Ug agit simplement transitivement sur E.

Démonstration.
Cette proposition a déja été montrée par W. Bertram et H. Lowe dans [BLOS]. O

Grace a cette proposition, on se rend compte que G(FE, F') ne dépend pas du drapeau
transverse a E choisi. Autrement dit G(E, F) = G(E, F') = Gg pour tout (F,F') € E'.
On peut alors énoncer le théoreme suivant :

Théoreme I11.3.1.
i) Pour tout E € D, pp(ET) = ¢op(E)".
ii) Pour tout p € P, l'application
GLr(V)p — G
gp — ad(g.p)
est injective.

iii) Pour tout E € D, lapplication

GLr(V).E — F
gE — ﬂgE

est injective.
iv) Soitpe P, E=d¥(p) et F =d (p). Alors Uapplication

Gp/Pr = Gp.E — G(ad (p))ng = G(ad (p))/P" = X~
est une bijection.

Démonstration.

i) Soit £ € D. D’apres la proposition [11.3.1, E" = UgF avec F € E" fixé. Par ailleurs,
I’action de Uy sur g coincide avec I'action de e24("®)1 donc d’apres le théoréme I1.3.1,
on a bien pp(E") = pp(E)T.

ii) Soit e € P et g € GLg(V). On pose f = g.c = geg™! et on suppose que ad (e) =
ad(f) i.e ad(e— f) = 0. Soit z := e — f € Z(Endg(V)), le centre de End(V).
Montrons que z = 0. On a [z,e] = 0 donc ef = fe i.e e et f commutent. Donc on
peut décomposer V' en espaces propres communs a e et f et alors on montre qu’on a

2(z—1)(z+1)...(z—2n)(z + 2n) = 0.
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On pose alors
21 = 2(z—1)(z+1) ... (2—2n) et 20 := z(2—1)(2+1) ... (z—2n+1)(2+2n—1)(2+2n).
On a donc z1(z + 2n) = 0; autrement dit z;2 = —2nz; i.e

zZ1e — gzleg_1 = —2nz.

Donc si on montre que zje appartient au centre de Endg(V'), on aura z; = 0. Or on
montre méme que ze = —z;. Pour cela, on développe complétement z; et comme
efe—1)(e+1)...(e —n)(e+n) = 0 et de méme pour f, on remplace toutes les
puissances de e et f supérieures a 2n + 1. Ensuite, en multipliant par e, on constate
que z1e = —z;. Le calcul dans le cas général est long et tres pénible, nous allons donc
simplement le présenter dans le cas ot g est 5-graduée. On a alors e® = e et f3 = f

et par suite
a o= (e—flle—f=2)((e—f)*-1)
= ((e—f)—=2—f))(e*—2ef + f2—1)
= 6(c*f —ef —ef?+e2f?).

Donc on a bien z;e = —z; et par suite, z; = 0. On montre de méme que zo = 0 et
alors dans le cas général, on a zo — 21 = 4nz(z —1)(z+1)(z —2n+1)(z+2n—1) = 0.
Par récurrence, on obtient finalement que z = 0 i.e e = f et par suite, la restriction
de ¢p a lorbite de p sous GLg(V') est injective.

iii) Soit F € D. Alors on peut écrire E = d*(p) avec p € P. Soit (g,9") € GLg(V) tels
que ngp = nyp. Alors on a n'(ad (g.p)) = n*(ad (¢'.p)). Donc d’apres le corollaire
I1.3.1, on peut écrire ad (¢'.p) = ad (6ad(“)g.p) avec €24 € U,p donc ¢'.p = e g.p
d’apres le point précédent et donc ¢'E = d* (g .p) = e Wd*(g.p) = d*(g9.p) = gE.

iv) Il suffit de remarquer que 'action de Pg sur g coincide avec celle de PT puis d’utiliser
les points ii) et iii).

O

Autrement dit, si g = glz(V) est munie d'une (2k + 1)-graduation associée a un
élément de p € P, la géométrie de drapeaux généralisée associée s’identifie aux orbites de
E =d*(p) et F =d (p) sous le groupe G(E, F).
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Chapitre IV

Structure de variété différentielle

Pour l'instant, nous n’avons étudié que des structures algébriques. Il est temps a
présent de s’intéresser a des questions analytiques. Nous allons dans cette partie construire
une structure de variété différentielle sur les espaces de la géométrie de drapeaux généralisée
associée a une algebre de Lie (2k + 1)-graduée. Pour cela, nous utiliserons la notion de
calcul différentiel sur un anneau topologique dévéloppée par W. Bertram, H. Glockner
et K-H. Neeb dans [BGNO4] et [Ber08]. Une présentation de ce calcul différentiel est
faite dans 'annexe C. Le résultat principal de cette partie, le théoreme IV.1.1 est une
généralisation au cas des algebres de Lie (2k + 1)-graduées du résultat de W. Bertram et
K-H. Neeb dans [BN05] dans le cadre des 3-graduations. Ces résultats ont été annoncés
dans [Che09].

IV.1 Construction d’une structure de variété sur X

Soit g une algebre de Lie (2k + 1)-graduée, sur un anneau K tel que les entiers sont
inversibles. On considere n™ et n~ les filtrations positive et négative associées a la gra-
duation de g ainsi que (X, X, T) la géométrie de drapeaux généralisée associée a g. Le
but de cette partie est de construire sur X et X~ une structure de variété différentielle
modelée sur nj” ou n; (voir annexe C). Pour cela, nous devons faire quelques hypotheses
sur 'anneau K, les modules nj” et n] ainsi que sur les opérateurs de Bergman introduits
dans la définition II.3.3.

IV.1.1 Hypotheses

On suppose tout d’abord que K est un anneau topologique et que ni” et n; sont des
K-modules topologiques. On fait également les trois hypotheses suivantes :

(H1) pour (i,j,m,n,p,q,r) € {1,...,k} aveci+j >0, m—n>0et p—qg+r >0, les
applications

Ri:]': ‘giixgij - gi(“‘f)’ F7:7|L:,n: 94m X §Fn — gi(mfn)a
(r,y)  — [,y (z,y) = [z,
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et Togrt Bip X 85 X 0br = Gi(pgir)
(,9,2) = [z, y]. 2]

sont continues; en particulier, les sous-algebres n” et n; sont des algébres de Lie
topologiques,

(H2) 'ensemble (n* xn™)* := {(z,w) € nj xny, 2™ .2 € nf} est ouvert dans n xn;.
Alors d’apres le corollaire 11.3.3, on a

(nFxn™)* = {(z,w) enfxny, 1 <j <k, BY(z,w); € GL(n]), B~ (w,z); € GL(n})},

(H3) l'application (n* xn™)* xnf xn; — n xny est conti-
e (z, w), (u,v) = (B (z,w)1 'y, B (w, )7 )

Il faut tout de suite remarquer que nous ne fixons pas de topologie sur go.

IV.1.2 Construction d’une structure différentiable

Proposition IV.1.1. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), l’application
(ntxn )X — n xny
est de classe C™.

Démonstration.
Tout d’abord, on considere 1’application

f: nf xny — End(n]) x End(n;)
($7w) = (B+(IL’,@U)1,B_(U),.T)1)

Comme on ne veut pas fixer de topologie sur End(n]), ¢a n’a pas de sens de supposer f
continue. A la place, on va considérer I'application

Foo(nfxa))x (nf xny) — ny xny
(x,w), (u,v) — (Bt (z,w)iu, B~ (w,x)v)

On ne peut pas non plus supposer que l'inversion dans GL(n{") est continue donc au lieu
de considérer

jf: (nfxn)* — GL(n}) x GL(n])
(z,w) = (BT (z,w)", B (w,2);")
on considere 'application
3’7‘: (T xn )X x (nf xny) — n xny
(z,w), (u,v) —  (BY(z,w); ', B~ (w,z)7'v)

Alors on a le lemme suivant :

Lemme IV.1.1. On suppose fv de classe C*° et 37 continue. Alors ;J_E est de classe C°.
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Démonstration.
On renvoit a [BNO5] pour la démonstration de ce résultat. O

En particulier, f est polynomlale continue donc de classe C™ et par 'hypothese (H3),

f est continue, donc j f est aussi de classe C'*°.
Montrons & présent que (x,w) — ™) . g est C*. L’application (x,w) + N () est
polynomiale continue donc de classe C'*°. Pour montrer le résultat, il suffit de montrer
que les applications

A= (z,w) — Prg, (ead(w) x) sont C*°, pour 1 < j <k,

ou pry; est la projection sur g;; or d’apres la proposition I1.4.2, on a

Ay (z,w) = pry, (B (@, )] N (z)) = (prgl o}?) (@, W, Ngaaw) (), 0),

mais pry, est linéaire et continue donc de classe C'° et par suite, A; est C°.
Ensuite, on suppose que pour 1 < j < 7, A; est C°°. Alors, on a vu, toujours dans la
proposition 11.4.2, que

1
ad(w _ ad(w ad(w
pl"ng (6 (). $) - i+ 1 Zdedd z+1] edd(w>( ) - Z-_'_—lwiJrl ((6 (w). x)lv' SR (6 (w). l’)l)
1 , 1
- i+1 <prgz‘+1 Ojf) (wianead(m (*T): 0) - i+ 1 (%‘H © (Ah SR Al)) (wi)'

Mais ;41 est multilinéaire et continue par I’hypothese (H1) donc de classe C* et donc par
hypothese de récurrence, on a que A, y; est C°. D’ou finalement, I’application (x,w) —

e2d) . 1 est de classe C™; et ainsi 'application
(nxn)* — n xny est de classe C®°.
(x,w) — (e2dW) L g ead@) . qp)
O

Proposition IV.1.2. Pour tout g € G et tout x € ni, laction de dy(x); sur ni est
continue.
Démonstration.

Pour montrer cela, nous allons raisonner sur la longueur de I'élément g € G i.e le
nombre d’éléments de Ut et U~ qui composent g. Si g = e2d(w1)ead(®1) alorg

g 1= ead(wl)(ead(vl)ead(m)>0+ — ead(uﬂ) . (Ul * [E),

olt vy * x est donné par la formule de Campbell-Hausdorff, donc on a g -2 € nf si et
seulement si (vy * z,w;) € (nT x n7)*. D’apres la proposition 11.4.1, on a

dg(.T)l _ dead(wl)ead(v1) (3:)1 = d ad(vl)( ) (e d(v1*$))l dead(wl) (/Ul * x)l

( ad( ) (_)1)1 (ead(’l)l*it))l dead(wl) (?_]1 % 33)
(ead(m)ead(x)) (ead(m *:C)) . Bt (Ul * T, wl) L
= B (v *z,w),

1
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si (v, wi) € (nT xn~)*. Donc 'application = — dy(z); est polynomiale et coincide sur
un ouvert non vide avec Bt (vl * T, wl)l donc dy(z); = BT (vl * T, wl)l agit contintiment
sur ny.

Si g = ged®ead®) on suppose que § agit de maniere continue sur n;” et alors, on a

dg(z)1 = deaaw () (ea‘d(”*x))1 dgend(w) (’U * x)l
= d- ad(w) (U * x)l

ge
= dgaa(w) (U * 93)1 <ead(ead(w)‘(”*“))> X d; (ead(w) (v * :L’))l
— B'(vx wi)1 (ead(ead(w).(v*x))>l d; (ead(w) (v % x))p

si (v * x,w) € (n* x n™)*. Dans ce cas, on pose z := (™) . (v x 2) € nf et alors
dy(z); = B* (’U * T, w)1 (ead(z))1 dz(z);1 = BT (v * T, w)lB+(—z, 0)1d5(2)1

donc x — dy(z); est polynomiale et coincide sur un ouvert non vide, avec I’élément
BY (v x,w), BT (—z,0)1d5(2)1, qui agit continfiment sur nf car les opérateurs B (u,v);
sont des applications linéaires continues sur nj et dg(z) agit de maniere continue par
hypothese, donc dy(z); agit continiiment sur ny. ]

On peut alors énoncer le résultat principal de cette partie, a savoir ’existence d’une
structure de variété différentielle sur X .

Théoréme IV.1.1 (Structure de variété différentielle sur X*). Sous les hypothéses
(H1), (H2) et (H3), il existe sur Xt une structure de variété différentielle modelée sur
ny, définie de maniére unique par le fait que A = {(g(ny),¢,), g € G} est un atlas de
XT*, ou

0, 9(ny) =y, g-x— 2z, pour g € G.

Par ailleurs, pour g € G tel qu’il existe v € n] avec g-x € n}, on pose

niy ={reni,g-xenf}.

Alors n&) est ouvert et si on considére x € nzrg) et

g: nly — 0
xr — g-x’

alors la différentielle de g en x vaut
dg(x) = D=0 d, ()7 T,
ot, pour v € nf, ' est la matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale

telle que €™ - (tu) — ot = tTVu+12... Autrement dit, TV est la différenticlle de la

formule de Campbell-Hausdorff, y — vy en 0 au sens de la définition C.1.1 de l’anneze
C.

84



Démonstration.
L’espace X étant couvert par {g(n]),g € G}, on le munit de la topologie finale pour
les applications
Wy nf — g(nf), v gov

i.e O C X est un ouvert si pour tout g € G, ¥, '(O) est un ouvert de ny i.e g~ (O)Nnf
est ouvert. Alors, par définition, cette topologie rend toutes les applications ¥, continues
donc G agit par homéomorphismes sur X+.

Ensuite, montrons que la topologie induite sur n C X est la topologie de départ sur
ny. Soit @ un ouvert de X*. Alors O Nn{ est un ouvert de ni” pour la topologie induite,
mais O est un ouvert de X donc ¥, 1(O) est un ouvert de n{ donc ONn est un ouvert
de ni.

Réciproquement, soit # C nj un ouvert de ny. On cherche O C X+ ouvert tel que
U = Onnf. 1l suffit en fait de montrer que U est un ouvert de X+ i.e pour tout g € G,
W1 (U) est un ouvert de nf i.e g7'(U) N nj est un ouvert de nf.

Soit g € G. Si g7 (U) Nni = 0, alors le résultat est vrai.

Sinon, soit z € g~ (U) N nf. Alors ge@ ot = g. 2 € U donc quitte & remplacer g
par g o @ on peut supposer que x = ot. Alors g.ot € nf, donc par le point iv) du
théoreme I1.3.2, g s’écrit

g = eWnherd®) aqvec v ent, he H, w e ny.

L’action de €™ sur nj est donnée par d,aaw (0) donc d’aprés la proposition 1V.1.2,
e~ 2d®)(1f) est un ouvert de n}". Ensuite, h-x = he?d@ ot = e2d(h2). o+ = hz donc I'action
de h sur nf est donnée par d;-1(0) donc est continue et par suite, h~te™ 24 (1) est un
ouvert de ny. Enfin, par la proposition IV.1.1, 'action de ™) sur n] est continue donc
finalement, e~ 24 p~1e=2d() (1) est un ouvert de nj donc la topologie de n;” correspond
A la topologie induite par celle de X*. En particulier, n]” est un ouvert de X .

Enfin, montrons que les changements de cartes sont C*>°. D’abord, les cartes sont des

homéomorphismes par définition de la topologie de X ™. Soit g1, go € G, on pose
Vo100 i= \11;21 oWy, : n;r M \I’;ll<\1/gz (“;r)) - l'11+ N \I’g;l(\:[/gl (nf))

On suppose Wy, (nf) N Wy, (nf) # 0, soit alors g := g5 'g1 et © € W H(¥y,(n])). On a
g-x € nj donc comme précédemment, on peut supposer = o', et donc g = ¢24(®) pead®),
Mais par la proposition IV.1.1, e24®) et ¢24(®) agissent de maniere lisse et h agit par dj-1 (0)
i.e par une application linéaire et continue donc de maniere lisse. Donc ¥, 4, est bien de
classe C°.

Il reste a présent a faire le lien entre la différentielle de g et I'opérateur d, introduit
plus tot. II est clair d’apres ce qui précéde que n&) est ouvert car nf l'est et G agit par

homéomorphismes sur X . Alors puisque ¢ - z € n{, on peut écrire
ge® = eadlg2)peadw) - avec g enf h € H et w€ny
i.e g = e2dlgr) perdw)e—ad(@) Dopc
dg(l') — d(ead(g-z) head(w)ef ad(x)) (.Z') — d(ead(g-x) head(w)) (O)de* ad(x) (l’)
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Or e= 2@ . (7 4 tu) — 72 . g = 4I'2y, d'ott de~24@) (z) = .
Autrement dit,
dg(z) = d(er9®) herd))()I—
= de*9?)(0)dh(0)de* ™) (0)T—*
= T2 pderd@) ()L,

En effet, b - (tu) — h - 0 = he?d(tW) ot = ead(thu)p o — ead(thu) o+ — thy donce dh(0) = h.
Il faut donc regarder de®d(®)(0). D’apres la proposition 11.4.2, on a

1 Ve (A, W), - At w)s 1)

k
) = | B (tu,0); ' () —

Mais, par définition, naaw) (tu) = DTt (e‘ ad(tu) o= ad(w)E), donc en développant en série
entiere, on obtient :

Moo () = pryg (Z U (ad )™ (Z S (ad(w))"E>>

~ () ™ (ad ()"
= pr,: > — ot (ad (u))"™ (ad (w)) E>
2k kmiq)fmrn
= D>ty (ad (W) (ad (w)" E)

nead(w) (tu) (_1)TL+1 n
o b1, (ad (1) (ad (1)) E)
(e
—pr [ad(u) | - 7; 1 (ad (w))" E))
= pr + ([e_ad(w)E uD
wk (A(tu7 w)la SRR A(tu7 w)k—l)
Il reste a présent a s’intéresser au terme : . On va
0
montrer par récurrence que pour tout j,
wJ(A@’U,, U})l, e ,A(tu, U))jfl)
t m 0.

Plus précisément, montrons que pour tout j > 3, il existe X; € g; tel que

w]’ (A(tu, U})l, c. ,A(tu, w)j,l) = tjilXj.
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Par définition, on a

- . i .
D o Ty e (015 (2 () (2 () ), et

Atu,w); = tz

S S w1 "
th desacnr (tu);] ((ad (u))™* (ad (w))" E) .

U3 (A(tu, w)1, A(tu, w)s) .0

t t—0

On suppose a présent que ¥; (A(tu, w)q, ..., A(tu,w);_1) =t X;, avec X; € g;. Alors

+ k 2k—1 k (_1)m+n+1 . B _— .
Atu,w); = Ezzzmt desaco (tu);] ((ad (u))™ " (ad (w))" B)

Ui (A(tu,w)q, ..., Altu, w);—q)

Donc il existe X;41 € giy1 tel que ¥y (A(tu, w)q, ..., Altu,w);) = ' X, d’ou
¢i+1(A(tU, w)l, Ce ,A(tu, w)z) . 0

t t—0

En fait, on a montré que dans chaque terme A(tu,w);, on pouvait mettre ¢ en facteur et
donc comme ; est multi-linéaire, on peut mettre en facteur t~!. Donc finalement, on a

1
ad(w) | t k
‘ t ( U) =~ B+(0,UJ)1—1 (prniF [e—ad(w)E,u}>
1
1
k
_ L prn;r (ead(w) [67 ad(w)E’ u})
1
1
k
= e ([B e t])
1
= prn1+ (ead(w)u)
= (dead(w) (O));l u.

Done de?d™)(0) = (duaaw) (0)); " D’oit finalement, on obtient
dg(w) =T (dy(0));" (desat (0))7 ' T

Par ailleurs, d’apres la proposition IL4.1, on a dy(2); = deaacw (0)1ds(0)1 (e7*4@*))  donc
dg(z); " = (€24)) dp(0); ' dpaacwr (0)7 ' et par suite

dg(z) =T (e_ad(g'x))l dg(x)_ll"_x = I‘(_g'x)dg(w)l_lf_x,

d’apres la démonstration de la proposition 11.4.1. O]
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Il faut remarquer que nous n’avons fixé de topologie ni sur G ni sur H. Donc notre
preuve ne peut pas utiliser les arguments classiques pour montrer que le quotient d’un
groupe de Lie par un sous-groupe fermé est une variété différentielle. En effet, si g est
réelle ou complexe et de dimension finie, il suffit de montrer que P~ est fermé pour
conclure que X est une variété différentielle. Mais dans le théoréme précédent, on n’a
fait aucune hypothese sur la dimension de g et K est un anneau quelconque, pas seule-
ment R ou C.

Par ailleurs, on peut se demander s’il existe un groupe de Lie G O G tel que X+ =
G/P~ = G/P~. Si g est une algebre de Lie Banach, on peut prendre G = Aut(g) mais
qu’en est-il dans le cas général ?

Enfin, concernant les hypotheses (H2) et (H3), si K = R ou C, et si nj et n; sont des
espaces de Banach, alors par la condition (H1), les opérateurs de Bergman généralisés
BT (x,w); et B~ (w, z); appartiennent & I’algébre de Banach L(n;") ou L(n] ), des opérateurs
linéaires continus sur nj ou n;, dans lesquelles I'inversion est continue et donc (H2) et
(H3) sont automatiquement vérifiées [Upm85|. En effet, les algebres de Banach sont un
cas particuliers d’algebres a inverse continu.

IV.1.3 Fibrés différentiables

Dans le chapitre II, nous avons introduit différents “fibrés” sur X+ et X . Il est
temps a présent de montrer que ce sont des fibrés différentiels pour la structure de variété
différentielle définie sur X et X . Commencons tout d’abord par le fibré tangent :

Théoréme IV.1.2. TX™ défini comme dans la définition I1.4.1 coincide avec le fibré
tangent de X+ muni de la structure différentielle définie dans le théoréme IV.1.1.

Démonstration.

On a vu que TX ™ est défini par la représentation de P~ donnée par p — d,(0)~! et
le fibré tangent au sens différentiel est, quant a lui, associé a la représentation d’isotropie
de P~ : p — T,p = dp(0). Or d’apres le théoréme IV.1.1, on a dp(0) = d,(0);". Les
deux représentations coincident et donc TX ™ est bien le fibré tangent de X* au sens
différentiel. O

Si on s’intéresse aux autres fibrés TW X+ ou T"W X, on a le résultat suivant :

Théoreéme IV.1.3. Les espaces TOXt et 'O X+ sont des fibrés différentiels sur X .
Ce sont en outre des fibrés vectoriels.

Démonstration.
On a vu que les TWX* sont définis par les cocycles d,(0); " et les T"@ X+ par les
¢,(0);. Or ces cocycles sont lisses d’apres la proposition IV.1.1 donc les T® X+ et 70 X+

sont bien des fibrés différentiels sur X . ]

Nous avons de maniere évidente des résultats analogues en remplacant X+ par X .
Ensuite, nous avons considéré des sections de ces différents fibrés, les applications Y
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introduites dans la définition I1.4.2. Dans une carte, ces champs sont donnés par

Y@ nf — nf,

T = Pr+ (e_ ad(m)Y)
qui sont polynomiales et continues d’apres I’hypothese (H1). Ainsi

Théoréme IV.1.4. Pour Y € g, les applications Y@ : X+ — TOX+ sont des sections
lisses de TW X+,

On a bien entendu un résultat analogue en remplacant X par X ™.
Dans la partie I1.4.2, nous avons également introduit le noyau canonique, et vu qu’on
pouvait le considérer sur X+ x X . Alors dans ce cas, on a le résultat suivant :

Théoréme IV.1.5. Le noyau canonique K@ : Xt x X~ — Hom™ (IT"X T, TX") est
lisse.

Démonstration.
Le noyau canonique est donné par

K9: X*x X~ — End(n)).
(9o*,g'07) = Y —=pre(97'gY)
Comme on n’a pas fixé de topologie sur End(n]"), on considere
K - Xt x X~ xnf — nf,
(go*,g'07.Y) ' pry(g7'g'Y)

qui dans une carte est donnée par I'application

—_~—

K@ nf xny xnf — nl.

(z,y,Y) — pry (e7*@erd®Y)

K+ est polynomiale et continue par 'hypothese (H1) donc de classe C*™ et par suite le
noyau canonique est lisse. O

Dans la partie suivante, nous allons considérer d’autres espaces homogenes, définis
grace a des sous-groupes de U™ et U~ et adapter la démonstration du théoréme IV.1.1
pour construire une structure de variété sur ces nouveaux espaces.

IV.2 Construction d’une structure de variété sur X;r

De maniere plus générale, on peut considérer d’autres espaces homogenes X ;E, définis
de maniere analogue & X+ et X~. En effet, pour tout j > 2, le 5™ espace de nt :
n;r = g @ --- @ g, est une sous-algebre de Lie nilpotente de g. On peut donc définir :

U = {e*® wenl} et P :=HU =UH.
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Comme précédemment, les éléments de H normalisent U ]+ donc Pj+ est un sous-groupe
de GG. On pose également P,:;l := H. On définit de maniere analogue des sous-groupes
U; et P . Alors Pﬁl C leL et on pose XfE := G/P¥, de sorte qu’on a

X,;:l :G/H:Xk_ﬂi

/ \
+

X, Xy
Pr_q Pr_1
s Py
X5 X5
Py Py
X+ =X} Xy =X~

ou p;t est la projection de Xijil sur XZ-jE donnée par ]oii : 9P, — gPT. On se souvient
qu’on avait P™ N P~ = H ; plus généralement, on a de méme Pj+ NP =H.

Soit 2 < j < k + 1. Le but de ce qui suit est, comme pour X, de construire une
structure de variété différentielle sur X f , mais cette fois modelée sur

mj I:ﬂ;rX(971@"'@97]41):(gk@"'@gl)X (g,1@~--69g,j+1).

Dans la suite, on notera q; := g1 @@ g1, de sorte que mj =n/® q; - La premiere
étape est de montrer qu’on peut considérer m;r comme un sous-ensemble de X J+ .

Proposition IV.2.1. L’application mj — X est injective.
(iIZ’ U)) s ead(:c)ead(w)Pf
’ j
Démonstration.

Soit (z1,22) € nf, (wi,ws) € q; tels que ead(ml)ead(’“’l)Pj_ = ead(”)ead(w?)Pj_. En
particulier, on a @) P~ = ¢2d(@2) P~ et donc comme n; s’injecte dans X* d’apres
le théoreme I11.3.2, on a x; = 29 =: z. On a alors ead(x)ead(wl)Pj_ = ead(x)ead(wQ)Pj_
donc e2d(-w2)gad(w1) ¢ P Or wy et wy sont des éléments de q; et donc nécessairement
w1 = Wa. ]

Le point central pour construire la structure de variété est de comprendre 'action de
e2d®) gur m, siy € ny. Pour cela, soit (z,w) € m} et y € ny tel que W .penf Cc XT.
On a e .z ¢ nf ie il existe p~ = e®®Dh € P~ tel que e*We2d@) = 2=y~ ayec
ten;,he€ Hetz:=e"W.zecnf.

On a donc ead(y) . (IL‘,'lU) — 6ad(z)pfeatd(w)Pj— — ead(z)ead(t)ead(hw)Pj—‘

On a alors besoin du lemme suivant pour expliciter ead(z)ead(t)ead(hw)%f.

Lemme IV.2.1. Soit X € ny. Pour toutn € {1,...,k+1—j}, il eviste Z" € n; tel que

X% Z"=X+ R, avec R en .

; et X9 est la projection sur q; de X.

Pourn=k+1—j, ona RI*" €, =0 et alors X% Z" = X i.e *d(X) = 2d(X)ead(Z")
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Démonstration.
—j+1

On écrit X = Z X;, avec X; € g;, si bien que X9 = Z X;. On pose

i=—1 i=—1

Alors, on a X9x Z! = X9+ Z' + Rl = X 4+ Rt Le premier terme dans R7*! est
1
3 (X9, Z'] € nj,, donc R enj,.
n - n __ j+n j+n -
Soit n € {1,k — j} tel qu'il existe Z" € n; avec X% Z" = X + 7" et /™" € nj,,
Alors on peut écrire RIT" = Z RI™™ et on pose
i=—j—n

7l gn Rt g

_J"l J

—j—n

. ~ ~. 1
Dont X9 2" = X9 Z"—R"" +RI*™F! Le premier terme de BRI est — 3 (X9, R

donc R+ eny, . et alors

—k
X% 7t — X 4+ Ritn Ri—;in LRIty Z Ry Rt

i=—j—n—1
A

>

TV
Ritn+1

Donc R7*"** € nj, ., Phypothese de récurrence est vérifiée au rang n+ 1 et finalement,
il existe Z := Z"*'7 € n} tel que X9+ Z = X. O

ad(t) 6ad(w) txw

En particulier, comme e = e on pose X :=txw € n; et X la projection
de X sur q; . Alors d’apres le lemme précédent, il existe Z € n; tel que X% Z = X = txw
ie erd®eadw) — pad(X) — pad(X?) 2d(Z) Op peut alors énoncer la proposition suivante,

ep;

J
analogue de la proposition IV.1.1

Proposition IV.2.2. L’application (n* xn7)* xq; — m est de classe
((ZE,y),U)) = ead(y) : (l’,U))

c=.

Démonstration.

Soit (z,w) € mj et y € ny tel que e*® .z € nf. On a vu que dans ce cas, il existe
t € ny,h € H tels que e21® . (1’ w) = ead(z)ead(t)ead(hw)Pj_. Donc par le lemme IV.2.1,
W) . (z,w) = @) pm — (7 ¢ % (hw)?). D’apres la proposition IV.1.1,
(x,y) — z est de classe C*°. En outre, (t,w) — t % w est polynomiale et continue
donc de classe C*° par I'hypothese (H1). Donc il reste a montrer que l'application
((z,y),w) — (t, hw) est de Classe ce.
On a e2d(=2)ead¥)gad(@) — cadt)] donc en particulier e2d(=2)e2dW)ead(@) p — adWpE Or
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pour tout = € g,, on a nhx = h[E,x] = [hE, hz] donc hE est un opérateur d’'Euler de la
dérivation caractéristique asociée a la graduation de g. Donc, on a

—k
Pr, (6ad(—z)ead(y)ead(:v)E) — O E _ hE = — Z it; - djz‘(t—l; o 7751,71)

i=—1

en utilisant les mémes notations que pour la proposition IV.1.1. Le membre de gauche est
une fonction de classe C'*° par la proposition IV.1.1 donc par un raisonnement analogue
a celui de la proposition IV.1.1, 'application (z,y) + t est de classe C*°.

Ensuite, hw = e~ 2 e—2d(z)ead(¥) gad(z)q; done d’apres ce qui précede, Papplication qui &
((z,y),w) associe le membre de droite est de classe C*° car polynomiale et continue en
(x,y,z,t,w) et donc l'application ((x,y),w) — hw est de classe C*°. Donc finalement,
I’application

(W xn7)* xq; — m; est de classe C.
((I, y)7 w) = ead(y) ’ (l’, w)

O

Nous avons a présent tous les outils nécessaires pour construire la structure de variété
différentielle sur X"

Théoreme IV.2.1 (Structure de variété différentielle sur X;“)
1l existe sur X;’ une structure de variété différentielle modelée sur mj, définie par le
fait que A; = {(g(m]),¢)), g € G} est un atlas de X", ot
prg(ml) —ml, g (z,w) — (z,w), pour g € G.
Démonstration.
La démonstration est assez semblable & celle pour X*. En effet, X J+ est recouvert par
{9(m]), g € G} et pour g € G, on considere

On munit alors X ;“ de la topologie finale pour les applications

Vimi = XF (z,w) = g (p,w) = gl e P
i.e O C X est un ouvert si et seulement si pour tout g € G, (\I/g,)_1 (O) est un ouvert
de mj, c’est-a-dire g71(O) N mj est un ouvert de m;L pour tout g € GG. Par définition de
la topologie, les applications W/ sont continues et donc GG agit par homéomorphismes sur
X;r.
L’étape suivante, comme dans le cas de X, est de montrer que la topologie induite sur
m;" par celle de X" est en fait la topologie de départ de m}. Si O est un ouvert de X",
alors O C mj est un ouvert de m;“ pour la topologie de départ.
Réciproquement, si U est un ouvert de mj, il suffit de montrer que pour tout g € G,
g (U) ﬁm;r est un ouvert de m;r ; le point important ici est la proposition IV.2.2 (comme
dans le cas de X T, la propriété clé était la proposition IV.1.1.) Si g~ *(U) ﬁm;r = (), alors le
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résultat est vrai. Sinon, soit (z,w) € g~ (U)Nm}. Alors, ge*@e* ™ P~ e Y C m}, donc
en particulier, ge*d@ot e n; donc quitte & remplacer g par ge*d®)on peut supposer
que x = 0. Alors g € Q" et donc d’apres le point iv) du théoréme I1.3.2, g = e2d(®) pead()
avecvenf he Hetyeny.Or
ad(v) | _ ad(v) jad(z) jad(w) p— __ _ad(vkz) jad(w) p— __ +

e (z,w) = "W W PT = ¢ NPT = (vkx,w) €my
donc I'action de e2d®) sur m;“ est de classe C'*° donc en particulier continue et par suite
e~ 2@ (1) est un ouvert de m;.
Ensuite h - (z,w) = he*!®edw) p — eadhn) peadiw) p= — gad(ha) gad(hw) = Dong

h-(x,w) = (hz, hw) = (dp-1(0)12, cp(0)1w) € m.

Or par la proposition IV.1.2, action de d,(z); est continue sur nf" pour tout g € G et
z € nf et de manitre duale, l'action de ¢,(u); sur nj est aussi continue donc finalement,
I'action de h sur m;L est continue et donc h~te”2d)(1f) est un ouvert de m;“. Enfin,

on a vu dans la proposition IV.2.2 que I'action de ¥ sur m;r est de classe C'*° donc

finalement g~' (1) Nm est bien un ouvert de m;” pour tout g € G i.e U est un ouvert de

X" Donc la topologie induite par celle de X" sur m} est la topologie de départ de m}.

En particulier, m;L est un ouvert de X J+ .

Enfin, montrons que les changements de cartes sont de classe C'*°. D’abord, par définition

de la topologie de X ;“ , les cartes sont des homéomorphismes. Soit g1, g2 € G. On pose
W= (U5,) 7 0 W, (U)W, (m)) N — ()7 (), (m))) Nmy
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et on suppose qlile W7 (mF) NI (m]) # 0. On pose alors g := g, o g1 et on considere
(x,w) € (\Ifi]l)_ (‘I{f}2 (m;r)) ; comme précédemment, on peut supposer x = 0 et alors,
on écrit g = eWherd®) avec v € nf h € H et y € n]. Or on a vu que e*®) et 2d®)

agissent de maniére C* sur mf et h agit par (dj-1(0)1,cx(0)1) sur m; donc également

de maniere lisse. Donc \Ifgl g5 €St bien de classe C°.

Donc pour tout j, X;r (et de maniere duale Xj_) possede une structure de variété
différentielle modelée sur m;". Il reste alors & montrer que p; : X;}; — X est une
submersion. Mais grace au lemme 1V.2.1, dans une carte, p;“ s’écrit comme la projection

+ —ntwa + —nt w a—
mi,=nyXq,; — m; =n{ X g;

(T, ya+-+yy) = (Bya+-+y )

Donc pour tout j, I'application p; est bien une submersion. O
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Conclusion

Nous allons présenter ici quelques problemes ouverts liés a cette these.

Une approche axiomatique des géométries de drapeaux généralisées. Une axio-
matique des géométries projectives généralisées (i.e dans le cadre des 3-graduations) a été
développée dans [Ber02b]. On peut se demander si on peut faire de méme dans le cas des
(2k +1)-graduations, avec k > 1. Voici quelques structures qui pourraient nous permettre
de définir une telle axiomatique. Si on considére g une algebre de Lie(2k + 1)-graduée,
(X, X, T) sa géométrie de drapeaux généralisée, et si on fixe a € X et y € a', alors
pour tout (z,2) € a’, on peut écrire

_ oad(w) ()

T = y et 2 = Wy, avec (u,v) € ay

car d’apres le théoreme I11.3.1, €2d(@1) agit simplement transitivement sur a'. On peut

donc poser

d(u)ead(v) ad(uxv)

A _ T
Tyzi=¢€ y=e yea ,

oll uxv est donné par la formule de Campbell-Hausdorff. Alors ce produit munit @' d’une
structure de groupe de neutre y. On obtient donc une application

a' xa' xa' — a'.

(z,y,2) +— (TY2)g =10y 2

Cette application vérifie pour tout (z,y, z,u,v) € a',
(G1) (zy(zuv)a)a = ((2y2)auv)a,
(G2) (zzy)a =y = (y22)a-

Autrement dit, " possede une structure d’espace homogéne principal ou torseur [Cer43],
[Sch79] ou [BK09a]. Donc finalement, on a une application

X D - X7,
(a,2,y,2) — (2y2)a

ot D := {(a,7,y,2),a € X*,(2,y,2) €a’} C XTx X~ x X~ xX".On peut se demander
s’il est possible de prolonger ¥ & F* tout entier et caractériser la géométrie de drapeaux
généralisée (X1, X, T) grace aux propriétés de 2. Ceci nous permettrait de définir de
maniere plus axiomatique ce qu’est une telle géométrie, sans qu’il n'y ait une algebre de
Lie graduée associée. On peut citer les travaux de W. Bertram et M. Kinyon [BK09a]
et [BK09b], ou ils donnent la définition d'une géométrie associative, qui correspond a
une géométrie de drapeaux généralisée de type 1-gradué, autrement dit une géométrie
projective généralisée, associée a une algebre de Lie 3-graduée, de type A,, B,, C, ou
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D,.

Une définition axiomatique d'une géométrie de drapeaux généralisée permettrait d’avoir
une approche catégorielle de ces objets et il serait alors légitime de se demander si on
a une équivalence de catégories entre les géométries de drapeaux généralisées de type
k-gradué et 'objet infinitésimal associé.

Objet infinitésimal ou tangent d’une géométrie de drapeaux généralisée. Ce

probleme est la version “infinitésimal” de la question précédente. On sait que dans le cas
3-gradué, les géométries projectives généralisées sont essentiellement en bijection avec les
paires de Jordan. Mais quel sera 'objet correspondant dans le cas des graduations plus
longues ? Dans le cas général d’'une algebre de Lie (2k + 1)-graduée, g = gr @ - - - @ g,
on obtient une géométrie de drapeaux généralisée de type k-gradué et si o~ et o' sont les
filtrations positive et négative associée a la graduation de g, (T,- X, T,+ X ) va posséder
une structure de ce qu’on pourrait appeler, par exemple, une paire de Jordan généralisée
de type k-gradué. Mais la définition axiomatique d’un tel objet n’est pas si claire. Dans le
chapitre IV, nous avons introduits dans I’hypothese (H1) plusieurs applications R;Ej, Frfn
et Tpi’w7 mais nous ne nous sommes pas intéressés aux différentes propriétés qu’elles
peuvent avoir. Par exemple, (g1, g—1) possede une structure de paire de Jordan généralisée
(de type k) donc T77 ; vérifient (PJ2), qui traduit I'identité de Jacobi mais aussi d’autres
identités plus difficiles & déterminer. Ensuite (g, g_) possede une structure de paire de
Jordan; de méme que les paires (g;,g—;) lorsque [g;, ;] C g2; = 0, autrement dit pour
2j > k. En revanche, les structures des autres paires, “au milieu”, sont plus difficiles a
déterminer. Par exemple, dans le cas ou g est 5-graduée, (g1, g_1) possede une structure
de paire de Freudenthal-Kantor et (gs, g_2) est une paire de Jordan. De méme, si g est 7-
graduée, alors (g3, g_3) et (g2, g_2) sont des paires de Jordan et (g;,g_1) est une paire de
Jordan généralisée de type 3 donc le,t1,1 vérifient une propriété analogue de (PJ1) pour les
paires de Jordan ou (PFK1) pour les paires de Freudenthal-Kantor, et qui caractérise le
fait que [go, g1] # 0 mais [go, go] = 0. Par ailleurs, il faut aussi s’intéresser aux propriétés
qui peuvent lier les différents opérateurs R*, F* et TF entre eux.
Une fois posée la définition d’un tel objet, on pourra se demander si on a une équivalence
de catégories entre les géométries de drapeaux généralisées de type k-gradué et les paires
de Jordan généralisées de type k-gradué. Autrement dit, la question est de savoir si une
géométrie de drapeaux généralisée est caractérisée par sa paire de Jordan généralisée de
type k-gradué associée.

Lien avec les structures de (multi-)contact de [CDMKRO5]|. La différence
fondamentale entre le cas 3-gradué et le cas des graduations plus longues réside dans le
fait que, dans le cas général, nf et n; ne sont plus abéliennes. Ceci se traduit d’une part,
par la non-commutativité des groupes U™ et U~ (qui sont les noyaux des représentations
d’isotropie linéaire de G sur X' et X ™), et d’autre part, par l'existence d'une structure
(multi-)contact invariante sur X= (voir [CDMKRO5] pour le cas semi-simple réel de
dimension finie). Considérons g une algebre de Lie (2k+1)-graduée ainsi que sa géométrie
de drapeaux généralisée associée (X, X, T). Par définition, T,+ X T = g, ®- - -®g; = n.
En outre, n est filtré par

0CgCo®gC---Cnf
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et cette filtration de n] est invariante sous I’action de P~ i.e invariante sous l'action
du stabilisateur de o*. On peut donc identifier chaque sous-espace g; @ - - - @ g; avec un
sous-espace f;,+ de T,+XT. On obtient donc une filtration de T,+X* qui se prolonge
en une distribution G-invariante sur X*. Autrement dit, par 'action de G, on peut
identifier tous les T,,+ X, pour go* € X, avec n] et donc pour chaque point got €
X, 91 @ - @ g; s'identifie avec un sous-espace f; jo+ de T+ X . On obtient ainsi une
filtration de T,,+X". Autrement dit, on a une filtration de distributions sur X+ (et
de méme sur X, ou T,-X~ = ny) ie X (et donc X7) est muni d’une structure
contact généralisée [CDMKRO5]. 11 est alors naturel de considérer les applications qui
préservent cette structure, appelées applications contact et ensuite de se demander si
on a un analogue du théoreme de Liouville dans ce cas tres général; a savoir qu'une
application contact f, de classe C? d'un ouvert U C X dans son image f(U) C X*
est la restriction a U de 'action d'un élément g € G sur X*. M. Cowling, F. De Mari,
A. Koranyi et H. M. Reimann ont montré dans [CDMKRO05] un tel résultat dans le cas
ou un groupe de Lie G semi-simple réel et de dimension finie agit sur 1’espace quotient
G/P, ou P est un sous-groupe parabolique minimal de . Mais qu’en est-il dans le cas
général 7
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Annexe A

Construction de Chevalley

On a déja dit qu’a un groupe de Lie, on associe une algebre de Lie. Mais qu’en est-il
de la réciproque 7 A une algebre de Lie quelconque, peut-on associer un groupe “de Lie” ?
C’est le troisieme théoreme de Lie qui répond a cette question pour une algebre de Lie
réelle ou complexe de dimension finie. Dans ce cas, il existe un unique groupe de Lie
connexe et simplement connexe, a isomorphisme pres, dont 1’algebre de Lie associée est
celle de départ. Dans le cas ou l'algebre de Lie g est réelle ou complexe et semi-simple, il
suffit de considérer le groupes des automorphismes de g, noté Aut(g). En effet, dans ce
cas, l'algebre de Lie de Aut(g) est Der(g) = g. Nous allons voir dans la suite comment
on construit certains sous-groupes de Aut(g) lorsque g est une algebre de Lie simple et
de dimension finie, a I'aide des systemes de racines dont il a été question précédemment.
Nous allons présenter la construction de Chevalley, qui utilise des bases particulieres
de g, appelées bases de Chevalley, pour construire certains automorphismes de g. Cette
construction permet d’élargir 'étude des algebres de Lie a d’autres corps que R ou C
[Car72], [Hum?78], [Ste68].

Soit g une algebre de Lie simple sur C et de dimension finie, h une sous-algebre de
Cartan et A C bh* le systeme de racines associé. Alors on a la décomposition de g en

espaces radiciels :
g=ha Py~
aEA

Par la forme de Killing, notée B, on identifie ) et h*, de sorte que A C h. Pour a € A,

on note
2a

b= Braa) €9
appelée la co-racine correspondant a a. Soit e, un élément non-nul de g*. Donc pour
tout h € b, on a [h,e,] = a(h)e,. On note également IT une base de A et AT I'ensemble
des racines positives pour 'ordre défini par II. On suppose choisis les éléments e, pour
a € AT, Alors il existe un unique e_,, € g~° tel que [e4, e_o] = h,. Par suite, la famille
{ha,a € [T} U{en, @ € A} forme une base de g. On peut en fait choisir les e, € g, de
maniere un peu plus précise, de sorte que

[€as€—a] = ha ¢t [ea,es] = £N4 geats,
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ou N, g = p+ 1 avec p le plus grand entier tel que 3 — pa est une racine [Car72], [Ste68].
Dans ce cas, on a les relations suivantes :

[hom hﬁ] = 07
_ 2B(e,p)
o= )

[eaa B,Q] = ha

et [ea,eﬁ]:{ 0 sia+08¢A

+£Nq ga+s sinon.
Définition A.0.1. Cette base de g est appelée une base de Chevalley.

Attardons nous quelques instants sur la question de I'unicité d’une telle base. Une
algebre de Lie simple de dimension finie possede plusieurs bases de Chevalley. Tout
d’abord, chaque base de Chevalley est définie relativement a une sous-algebre de Cartan.
On rapelle que deux sous-algebres de Cartan de g sont conjuguées par un automorphisme
de g. Si une sous-algebre de Cartan h est fixée, alors les espaces radiciels sont déterminés
et la base de h dépend du choix d’un systeme fondamental IT du systéme de racines A de
g. Une fois fixée une base I de A, les éléments h,, sont déterminés. Les différents systemes
fondamentaux de A sont conjugués sous le groupe de Weyl de A. Ensuite, une fois II fixé,
on peut choisir les éléments ez, § € II de maniere arbitraire. Les autres eg, 3 € AT\II
sont alors déterminés au signe pres, par la relation [e,, €5] = +(p+1)eqg, puis la relation
e, eg] = ho détermine les eg, 5 € A~

Nous allons maintenant considérer des automorphismes particuliers de g. L’applica-
tion ad (e,) est une dérivation de g qui est nilpotente. En effet, on a ad (e,)h C g* et
ad (e4) g* = 0 donc (ad (e,))*h = 0. On a aussi ad (e,) g~ C b donc (ad (ey))?g™® = 0.
Enfin, si a et § sont deux racines linéairement indépendantes, comme A est un ensemble
fini, il existe un entier ¢ maximal, tel que 3 + qa € A. Donc (ad (e, ))? g’ = 0 donc
(ad (eq))™ = 0 pour n suffisamment grand i.e ad (e,) est bien nilpotent. On peut donc
considérer

ead(ea) = Z (ad (604))n c Aut(g)

n!
n>0

Comme on vient de le voir, ad (e, ) est nilpotent donc la somme est en fait finie. Ensuite,
pour ¢ € C, on note
20 (Q) 1= ec i),

Alors on a les relations suivantes :
Lo (C)ea = Cn, Lo (C)e—a =€ o+ Cha - C26a et x, (C)ha = hoz - 2C€a'
Par ailleurs, si a et 3 sont deux racines linéairement indépendantes, on a

B q
T (g)hﬁ = hﬁ - 2C%ea et o (C)eﬁ = Z Ma,ﬁ,ncneﬁ-‘rnaa ou

n=0
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1
Maﬂ,n = mNa,ﬁNaﬂ—i—a s Na,ﬁ+(n—1)a-

Mais on a supposé que N, g = £(p+ 1), donc

1)...
n!

Donc z,(¢) transforme un élément de la base de Chevalley en une combinaison linéaire
sur Z des éléments de cette base ; les coefficients étant des monomes a coefficients entiers
en (. Cette propriété va nous permettre de définir de tels automorphismes d’une algebre
de Lie sur un autre corps que R ou C. On note gz le sous-ensemble de g constitué des
combinaisons linéaires a coefficents entiers de la base de Chevalley de g. Par construction,
gz est stable par le crochet ; c¢’est donc une algebre de Lie sur Z. On considere alors un
corps K quelconque et on pose
gk = K® gz

Les éléments de gk s’écrivent alors

Z Aa(1® ha) + Z,ug(l ® eg), avec A\,, g € K.

acll BeEA

Donc gg est un espace vectoriel sur K, de base
{ha =1®ha, a €M} U{és:=1®ey, B €A}

On peut alors définir sur gg un crochet de Lie en posant, pour (z,y) deux éléments de la
base de Chevalley de g,
lRz,10y =1 [z,y],

puis en étendant par bilinéarité. Cette définition a un sens car [z,y| est un multiple
entier d’un élément de la base de Chevalley donc on peut considérer le représentant de ce
coefficient dans le corps premier de K. Alors gk est une K-algebre de Lie simple associée
au systeme de racines A.

On considere a présent A, (¢) la matrice de z,(¢) dans la base de Chevalley de g. On a vu
que les coefficients de A, (¢) sont de la forme k¢ avec k € Z et i > 0. Soit t € K et Z;(t)
la matrice obtenue & partir de A,(¢) en remplacant k¢’ par kt', ou k est I’élément du
corps premier de K correspondant a k € Z. On considere alors z, (t) I'endomorphisme de
gk ayant la matrice ANa(t) dans la base {a, a €I} U{es, 0 € A}. Alors d’apres [Car72],
T4 (t) est un automorphisme de gk pour tout o € A et t € K.

Définition A.0.2. On définit alors le groupe de Chevalley de type g sur le corps K, noté
G(K), comme étant le sous-groupe des automorphismes de gg engendré par les éléments
Zo(t), pour tout @ € A, t € K.

On montre que G(K) est, a isomorphisme pres, indépendant de la base de Chevalley
choisie. Autrement dit, G(K) ne dépend que de g et K [Car72].
Intéressons-nous a présent a certains sous-groupes de G(K). Soit a € A et X,, le sous-
groupe engendré par les éléments x,(t), pour t € K. Alors 7, (t1)Za (t2) = To(t1 + t2)
donc X, est un sous-groupe de G(K) isomorphe a (K, +).
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Définition A.0.3. Les sous-groupes X,, pour a € A, sont appelés les sous-groupes de
racines de G(K).

On considere également U™ et U~ les sous-groupes engendrés par les éléments ., (¢),
a € AT, respectivement o € A™ := —A%t et t € K. Alors U" est engendré par les X,
a € AT, U™ est engendré par les X,,, « € A~ et G(K) est engendré par Ut et U™.

On remarque bien sir que la construction des groupes U, U~ et G de la définition
II.1.1 est analogue a cette construction de Chevalley.
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Annexe B

Réalisation de g comme algebre de
champs polynomiaux

Dans la définition 11.4.3, nous avons considéré certains champs de vecteurs sur T'F.
Une fois que nous avons défini une structure différentielle sur X*, nous pouvons définir
un crochet sur les champs de vecteurs sur X et ainsi obtenir une structure d’algebre de
Lie. D’autre part, dans la partie II.4.4, nous avons réalisé g comme un espace de champs
polynomiaux sur n par Y € g — Y+, On peut également munir cet espace Pol(n;)
d’une structure d’algébre de Lie en posant pour P,Q € Pol(n}),

[P, Q)(x) := dP(2)Q(z) — dQ(z) P(z),

ou d est la différentielle usuelle sur les champs polynomiaux. Il est alors naturel de se
demander si cette réalisation de g est un morphisme d’algebres de Lie. La réponse est
oui dans le cas ou g est 3-graduée. Pour le vérifier, on peut procéder au cas par cas
selon que Y appartient a g1, go ou g_; [BN04]. En revanche, deés que g est 5-graduée,
I’application Y € g +— Y+ nest plus un morphisme d’algebres de Lie. En effet, si g est

—~—(1

5-graduée, si (Y, Z) € g1 et x = x0 + 21 € go ® g1, alors [V, Z]  (z) = [Y, Z] alors que
[}7+(1), Z+(1)] = 2[Y, Z]. Pour obtenir un morphisme d’algebres de Lie, il faut modifier

“légerement” la définition de Y+, On pourrait modifier la définition du crochet sur
'espace Pol(n]) en posant que Y ~— Y () est un morphisme d’algebres de Lie, mais
nous avons fait le choix de conserver le crochet “naturel” sur Pol(n]). Nous allons donc
expliquer pourquoi il faut “corriger” la définition Y+ et voir qu’apres correction, nous
tombons sur une formule donnée par I. Kantor dans [Kan01]. Dans cet article, il montre
que sa formule définit un morphisme d’algebres de Lie donc nous aurons bien le résultat
recherché.

Pour cela, nous allons utiliser 'atlas considéré pour construire la structure différentielle
sur X T (définition 11.4.6) et nous allons nous intéresser a l'action de nf (ou UT) sur
n C XT dans le domaine de carte nj". Pour cela fixons z € n{ et regardons 'action de
@) sur nf € X*. Siy € nf, alors 2@ . y = 2d@eadW)pt = @)t ol 2 %y est
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donné par la formule de Campbell-Hausdorff :

_ — (=" 1 (ad ()" (ad (y))™ ... (ad (x))"" (ad (y))* (ad (z))™
T*y x—i_;n—kl%ql—k...qn%—l plgi! . pulgn!m!

1
= :v+y—|—§[x,y]+...

ou 6(0) = {m S N} et pour n Z 17 6(”) = {thh oy PnyGn, M € N7pl + q; > Oal 2 1}
Puisque n] est nilpotente, x * y est un polynoéme en z et y, de degré au plus k.
Si on regarde & présent I'action de ¢*4®) dans la carte n], on a le diagramme suivant :

ad(z)

ead(y)0+ c n1+ e o ead(ét)ead(y)o—i- c nir
y %y

Mais d’apres le théoreme IV.1.2, TX ™ est le fibré tangent de X+ donc Daction de
T+e?d@) =T O(Pead(m) dans la carte nj est donnée par :
ad(z)

T te

T, X+

Tpot XT

Y mod ny — 2@y mod e*d@n;

| l

i+ +Y Y+ (z)

u—T"y

ol I'* est la différentielle de y — z *y en 0. Autrement dit, z * (tu) —z*0 = tIu+12. ..

et donc -
x — (_1)]
FUZZZJ'H

n=0 j=0

u=u-+=|xr,ul+...

ad (z))™ 1
3 (ad (z))

pot--+pj=n
p1>0si >0

On réutilise ici les notations introduites dans le théoreme IV.1.1. On considere alors pour
Y eg, _ _
+ T —ad(x _ meyv+(1
YH(2) i=Tpry (e7™@Y) =17y 0.

M. Postnikov a montré dans [Pos85] le lemme suivant :

— 1— e—ad(a:) -1 '
ad (x)
Démonstration.

Nous allons démontrer ce résultat en développant en série entiere le membre de droite
et en utilisant les nombres de Bernoulli B,,. On a pour tout a € R,

Lemme B.0.2. On a

a > Bn a d BZn 2
N —D)"—ag" =1 _ n
1 — e ad@) nz%( ) !’ ot ; (2n)!a ’



donc formellement,

() - Bt

n=0

Il suffit donc de montrer que pour tout n, on a

B, = (—1) 1 _
(_1)nﬁ - Z (z—l—)l Z ! e

1’
i—0 po+fpi=n PO* - - Pi:
p;>0si 7>0
n n—+i

B, =n! (1) g —1
n - . . .
1+1 'o.opi!

im0 T e Tpn PO P

p;>0si 7>0

Pour cela, on va noter P, le membre de droite. Alors, tout d’abord on va isoler le terme

pour i =0 :
n—i—z 1
P = 'Z Y

]
Do+t pi=n 0 - .- Pi-
p; >0 si j>0

On pose alors

, 1 1 1
D D Ty Il Dl s R AD D Sy

pottpi=n prtotpir1=n Pt
p;>0si 7>0 p; >0 p; >0

N J/ . J/

-~
po=0 po#0

Ceci nous amene a considérer

J = Z 1

| |’
P1+tpi=n pP1t...DPi:
p;j>0

de sorte que
D’ou

n+z

P, = n'z (JO + JeHD)
n ( n—H ”+1 n+z 1 0
— (~1)" 4! i
()" +n 2 H—l +Z J
1 )
n—l—z - () (n+1)
+Z (Z—I—l Z,)Jn>carJ =0

n+1
= (-1)"+n! =V
n+1 n—l—z 1 ) 1



Donc finalement, on obtient
SN ;z’(z’Jrl) n

Il faut donc chercher a expliciter J9. Pour cela, il suffit de s’intéresser a

o0 n

a
e“—lzZ—, donc
n!

n=1

o0

1 .
(e* —1)° Z Z Wan:z:lj7(12)a

|
n=t p1+-+p;i= npl--
p;>0

Par ailleurs, on a

-2 (% ()

Et donc finalement, on a

Par conséquent,

n+1 zrn
Zzz+1 — (T)

=1 r

En modifiant 1égerement 1’écriture de P,, on trouve

1)n Z(_l)rJrlTnfl Z Er—;_lz

et alors d’apres [D’0O89|, P, = B,, donc finalement, on a

— 1— e—ad(:{:) -1 |
ad (x)

. 1 — e ad@)\ ! e
Y+(;L') — (T(gj)) pr“IL (6 d( )Y) .

i.e

Et alors d’apres [Kan01], on a le résultat suivant :
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Théoréme B.0.2. Si on munit Pol(n]) du crochet défini pour P,Q € Pol(n]) par

[P, Q(x) := dP(x)Q(x) — dQ(z) P(xz),

alors 'application
g — Pol(n])
Y — Y+

est un morphisme d’algebres de Lie.

Terminons cette partie en donnant les valeurs de Y+ lorsque g est 3- ou 5-graduée.
Si g est 3-graduée, z *xy = x + y, si bien que ¢®(u) = u et alors

YsiYeg
Y*(z) = Y,z] siY € go

1
5 [I, [Z‘,Y]] siY e g1

Et si g est 5-graduée, z xy = z + y + 3 [z,y] dou ¢*(u) = u + 3 [z,u] et alors pour
T =T+ T2 € 91D g,
(Y siY € go,
1
Y—|—§[I1,Y] siY € g,
Y, 21] 4+ [Y,22] si Y € go,

V@) = ¢ Wiml 4 g o lon, Y 4 5 [ o, VI o 1 o, [, [, VI 81 Y € g,
[x17 [1‘27 Y]] - é [1’1, [.171, [‘Th Y]H +
! (22, [22, Y]] el (21, [z1, [11, [21,Y]]]] 1Y € g_o.

2 24

On retrouve les expressions données dans [Kan01] et [BN04] dans la cas ou g est 3-graduée
et celles de [Kan01] et [Pal06] dans la cas ou g est 5-gradude.
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Annexe C

Calcul différentiel général

Le cadre classique du calcul différentiel ou de la géomérie différentielle est de considérer

le corps des réels ou des complexes mais aussi des objets de dimension finie. Une premiere
généralisation possible est de considérer des variétés de dimension infinie i.e modélées sur
un espace vectoriel de dimension infinie, par exemple un espace de Banach, on parle alors
de wvariétés banachiques [Upm85] ou un espace de Fréchet et dans ce cas, on parle de
variétés fréchétiques. Mais il est difficile de généraliser a d’autres types d’espaces, encore
plus généraux que les espaces localement convexes.
Une autre généralisation peut consister a s’intéresser a d’autres corps que R ou C, par
exemple les nombres p-adiques ou d’autres corps topologiques. La théorie que nous allons
présenter dans la suite est due & W. Bertram, H. Glockner et K. H. Neeb [BGNO4]
et [Ber08] et généralise la géométrie différentielle classique dans les deux directions
précédentes. Nous allons présenter les bases de ce calcul différentiel “général” puis rap-
peler ce que sont les variétés différentielles dans ce contexte.

C.1 Fonctions de classe C!

Soit K un anneau topologique commutatif et unitaire i.e K est muni d’une topologie
séparée telle que l'addition et le produit dans K sont continus et l’ensemble K* des
éléments inversibles de K est un ouvert et l'inversion est continue. Dans la suite, on
supposera également que K* est dense dans K.

On dira qu’un K-module V' est un K-module topologique si V' est un K-module muni d’une
topologie séparée telle que ’addition et la multiplication par un scalaire sont continues.
Soit V' et W deux K-modules topologiques et U C V un ouvert.

Définition C.1.1. Une application f : U C V — W est de classe C! §'il existe une
application continue, notée

Ul = {0 t) eUxVxKaz+tveUcUxV xK—W,
telle que pour tout (z,v,t) € UM, on a

flx+tv) — f(z) = tf[l](x,v,t).
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Dansle casou K =R, V =R" et W = R™, on retrouve la notion usuelle de fonctions
de classe C'* [BGN04].
Comme K* est dense dans K, f[! est uniquement déterminée par f et donc on peut définir
la différentielle de f par

af - UxV — W
(z,v) +— fO(z,0,0)"

Comme fIU est continue, df 1'est également.
On a alors le lemme suivant qui rassemble les résultats classiques auxquels on s’attend :

Lemme C.1.1. i) Pour tout x € U, df(z) : V — W est une application K-linéaire
continue.

i) Les applications multilinéaires continues sont de classe C et leur différentielle est
donnée par la formule habituelle. Par ailleurs, les applications polynomiales
K® — K™ sont de classe C' et leur différentielle est, elle aussi, donnée par la
formule usuelle.

i) Linversion i : K — K est de classe C' et di(x)v = —z7%v. Donc les fonctions
rationnelles U C K" — K™ sont de classe C'.

On a également un résultat sur la composée d’applications de classe C* :

Proposition C.1.1. Soit f et g deuz applications de classe C* telles qu’on puisse définir
go f. Alors go f est de classe C* et d(go f)(z) = dg(f(x)) o df(z).

On renvoie a [Ber08] et [BGNO04] pour la démonstration de ces résultats et pour
d’autres plus généraux.

C.2 Fonctions de classe C*

Définition C.2.1. Soit f: U C V — W de classe C*. On dit que f est de classe C* si
I est de classe C'*. Dans ce cas, on définit fP? := (f[”)m U — W avec

U= ()" = {((w,v,t), (@0, ), s) € UN x (U x V x K) x K, (z,0,1) + s(a’, 0/, 1') € (7[1]}.
De maniere récursive, on dira que f est de classe C**' si f est de classe C* et fI* est de

classe C'. Dans ce cas, on définit Uk .= (U[k])m et flH1 .= (f[k])m CURH W
On dira que f est de classe C™ si elle est de classe C* pour tout k € N.

Nous pouvons a présent définir la notion de variété différentielle associée.
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C.3 Variété différentielle

Soit V' un K-module topologique qui va nous servir d’espace modele pour notre variété.

Définition C.3.1. Un espace topologique M sera appelé une wvariété différentielle de
classe C* il existe un recouvrement ouvert (Us)ier de M et des applications
wi U, C M — p;(U;) CV telles que :
i) Chaque ; est un homéomorphisme de U;, ouvert de M, dans ¢;(U;), ouvert de V.
ii) Si U;NU; # 0, Papplication ¢;; 1= ¢; Ogo;l c;(U;NU;) — ¢i(U;NUj) et son inverse
;i sont de classe C*.

On dira que M est une variété lisse si M est de classe C* pour tout k € N.

Dans le cas ou K = R et V = R", on retrouve la notion de variété différentielle de

dimension n. On peut remarquer ici que K n’est pas nécessairement un corps et donc la
notion de dimension d’une variété n’a plus véritablement de sens.
Pour de plus amples informations sur ces notions, notamment sur les notions de groupe de
Lie et d’espace symétrique, ainsi que les objets infinitésimaux correspondant, ou encore
la notion de fibré et celle de connexions dans ce cadre tres général, on renvoie a [BGNO4]
et [Ber08g].
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Index des notations

(nt xn7)* = {(z,w) € nf xny, 4™ .z cn} page 80

(X, X7, T) géométrie de drapeaux généralisée associée a une algebre de Lie graduée,
page 52

Aut(g) ensemble des automorphismes de g , page 50

anneau , page 11

atlas naturel de Xt | page 67

ensemble des drapeaux d’un module V' admettant un drapeau transverses , page 73

ensemble des filtrations intérieures d’une algebre de Lie, page 54

QN 9 = A

ensemble des graduations intérieures , page 15

L(V) algebre de Kantor d’un systéme triple de Jordan généralisé V | page 27
M, (K) ensemble des matrices carrées de taille n sur K | page 16

M, ,(K) ensemble des matrices de taille p x ¢ sur K , page 16

P ensemble des opérateurs d’Euler de g = Endg(V'), page 73

A systeme de racines , page 29

Der(V*, V™) ensemble des dérivations de la paire de modules (V*, V™) | page 18
g algebre de Lie , page 11

g(q) plongement standard de q , page 13

g = @ g, algebre de Lie I'-graduée, page 12
vyel

g = P g, algebre de Lie Z-graduée , page 15

nez
g=grD - D gy algebre de Lie (2k + 1)-graduée , page 15
g = go @ g1 algebre de Lie Z/2Z-graduée , page 13
g =h®p décomposition de Cartan de g , page 32
re différentielle de y — v * y en 0 , page 82

Hom (T"F,TF) =

mneF

Homg (T,’,E”f, T,S”f), page 66

Ider(V*, V™) ensemble des dérivations intérieures de la paire (V, V™) | page 18
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<K,(f\)n> noyau canonique, page 65
[-,+,+] crochet triple de Lie , page 13
[,-]  crochet de Lie , page 11

m;r :nf@q;ng@m@m@gq@'“@gfjﬂ,pag688
n=(ng C--- Cn_gyq) filtration d’une algebre de Lie, page 53

n* (D) filtration positive, resp négative, associée a une graduation , page 54

nf = @D,.>1 9+n » Dage 58

q systeme triple de Lie, page 13

q9;, =96-1D- - Dg_j1, page 88

Ot ={g€Gq, go"enf}, page 59

IT systeme fondamental d’un systeme de racines , page 34
T relation de transversalité, page 52

B(-,-) forme de Killing , page 33

Bt (z,w);, B~ (w,x); opérateurs de Bergman généralisés, page 60

cy(z); codénominateurs de g en x , page 60

D Dérivation caractéristique d’une graduation , page 15

dy(z); dénominateurs de g en = , page 60

dg(z) différentielle de g en x, page 82

E opérateur d’Euler d'une graduation, page 15

G, PE(g, D) groupe projectif élémentaire, page 50

H ={g€G,goD = Do g}, page 50

ng(z) numérateur de g en x , page 71

P* = HU® | page 50

Pol (n]) ensemble des champs polynomiaux sur n;” , page 68

T,i(i)]: =n; , page 61

T!F =ny, espace structural de F en n , page 61

T*(-,-,+) produit triple de Jordan , page 17

TVF =g/n_i1 , page 61

T.F = g/ng, espace tangent de F en n , page 61

TKK(V*T, V™) algebre de Lie de Kantor-Koecher-Tits associée a la paire (VT V™) |
page 18
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U* ={e™®) 2 € ®p>104n} , Page 50
xxy formule de Campbell-Hausdorff, page 81
" ensemble des éléments transverses a x , page 52

Endg(V) ensemble des endomorphismes d'un module V' sur R une algebre associative
unitaire, page 73
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Structures Géométriques liées aux algebres de Lie graduées

Le but de ma these est de caractériser les géométries (de type parabolique) associées aux
algebres de Lie (2k + 1)-graduées et en particulier généraliser les travaux de W. Bertram
et K-H. Neeb sur les algebres de Lie 3-graduées [BN04]. Ceux-ci ont montré que I’ob-
jet géométrique associé a une algebre de Lie 3-graduée, appelé la géométrie projective
généralisée, est caractérisé par la paire de Jordan associée a I'algebre de Lie.

Pour généraliser leurs résultats, nous considérons dans un premier temps le groupe pro-
jectif élémentaire d'une algebre de Lie (2k + 1)-graduée, notion introduite par O. Loos
dans [Loo79] et [Lo095], et reprise par J. R. Faulkner dans [Fau83]. A partir du groupe
projectif élémentaire, noté G, nous pouvons définir deux espaces homogenes X+ et X,
définis en quotientant G' par deux sous-groupes, notés P et P~ [BNO04], ainsi qu’'une
relation de transversalité T sur Xt x X~ Le triplet (X, X, T) est appelé la géométrie
de drapeaux généralisée associée a 'algebre de Lie (2k + 1)-graduée.

Dans un second temps, on montre que cette géométrie de drapeaux généralisée se réalise
a 'aide des filtrations de 'algebre de Lie. Dans le cas particulier ou 'algebre de Lie
considérée est sl,(R) ou sl,,(C), la géométrie de drapeaux généralisée est une variété de
drapeaux. Ceci explique le nom de ”"géométrie de drapeaux généralisée”.

Enfin, a I'aide d’un calcul différentiel généralisé, défini et développé par W. Bertram,
H. Glockner et K-H. Neeb, on peut construire une structure de variété différentielle sur
chaque espace X et X~ de la géométrie de drapeaux généralisée.

Tous ces résultats sont annoncés dans [Che09].

Mots-clé : Algebres de Lie graduées, Géométries de drapeaux généralisées, Groupe
projectif élémentaire, Complétion projective, Calcul différentiel sur un anneau topolo-
gique, Variétés lisses.
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